
第 11 章 Phase-field 法１（凝固） 

 近年、材料のナノからマイクロスケールにおける複雑な内部組織形成のシミュレーション手法と

して、Phase-field 法 (1)-(13)と呼ばれる方法が大きな進展を見せている。以下では凝固における

Phase-field 法を例に取り、計算手法の基礎について説明し、その後、デンドライト組織形成につい

て解説する。なお Phase-field 法全体の説明については、近年いくつかの解説(1)-(13)が出ているのでそ

ちらを参照されたい。 
 
11-1 凝固における Phase-field 法の基礎 
 凝固におけるPhase-field法を例に取り

計算手法の一連の流れを説明する(5)。凝

固のPhase-field法では、液相と固相の界

面を図11-1のように0から1に変化する

スカラー連続関数φ （Phase-field変数と

呼ばれる）を用いて表現し、凝固におけ

る結晶成長過程をφ の時間および空間

変化として表現する。したがってφは時

間 と位置t ( , ),x y z=r の関数 ( , t)φ r で

ある。物理的には、 ( , )tφ r

)

は位置r 及び

時間 tにおける固相の存在確率と解釈

できる。この計算法の有益な点は、場の

変数 ( , tφ r を用いることによって、デン

ドライトのような複雑な固液界面形状

を容易に表現することができる点にある。また界面の曲率、溶質分配および温度分布などの条件は、

界面物性値から求まるパタメータを採用することによって自動的に満足されるので、この計算法は

自由度に富み、かつ応用性の高い数値計算法となっている。次に系の全自由エネルギーおよび発展

方程式について説明する。 
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図 11-1 界面位置における Phase-field プロファイル 

 凝固組織全体を１つの系として、この系の全自由エネルギー は、局所的な自由エネルギー密度

を体積積分して、 
F

 

 
221( , , )

2V
F f c T dVφ ε φ⎧ ⎫= + ∇⎨

⎩∫ ⎬
⎭                          (1) 

 
にて表現される。 ( , , )f c Tφ は平均場近似の化学的自由エネルギーで、Phase-field 法では、通常、 
 

 ( , , ) ( ) ( , ) {1 ( )} ( , ) ( )S Lf c T h f c T h f c T W gSLφ φ φ≡ + − + φ               (2) 
 
にて定義される。 ( , )Sf c T および ( , )Lf c T はそれぞれ固相および液相の化学的自由エネルギーで、

組成 （例えば Fe-C２元系では炭素 C の濃度）および温度T の関数として与えられる（ とT も場

の変数で、位置r および時間 の関数である点に注意）。h
c c

t ( )φ は局所的な固相率に対応した単調増加

関数で、 および を満たす。(0)h 0= (1)h 1= ( )SLW g φ は固相と液相が混合しないように導入された

エネルギー障壁で、0 1φ< < の範囲で極大値を取る関数であり、 0φ = および 1φ = で 0 と置かれる。

(h )φ と ( )g φ の関数形としては、 
 
 3 2 2( ) (10 15 6 ), ( ) (1 )h g 2φ φ φ φ φ φ≡ − + ≡ −φ                     (3) 
 
が使用される場合が多い。式(1)の積分内の第２項は勾配エネルギーと呼ばれ、単相状態に界面を導

入したときの自由エネルギーの変動量で、物理的には界面エネルギーに対応する項である（界面エ

ネルギーには界面領域（図 11-1 参照）における平均場の化学的自由エネルギーも含まれるので、正

 11-1



確には勾配エネルギーと界面エネルギーは一致するものではない点を記しておく）。 2ε は勾配エネ

ルギー係数である。特に界面エネルギーに方位θ 依存性を考慮する場合、その効果はε の方位依存

性として導入され、関数形としては主に、 
 
 0( ) {1 cos( )}kε θ ε ν θ≡ +                                (4) 
 
が使用される。 0ε は定数、ν は界面エネルギー異方性の大きさを表し、kはθ 方向の界面エネルギ

ーの周期を表す（たとえば２次元シミュレーションで、結晶が立方晶であり、90°毎に界面エネル

ギーに極小が現れるような場合には となる）。２次元シミュレーションでは、4k = θ は界面の法線

ベクトルの x軸からの角度にて定義され、phase-field 変数φの空間勾配を用いて、 
 

 1/ /tan , tan
/ /
y y
x x

φ φθ θ
φ φ

−∂ ∂ ∂ ∂
= =
∂ ∂ ∂ ∂

                        (5) 

 
にて計算される（２次元の直交座標系を ( , )x y とする）。ν の値の設定については注意が必要で、ν
が1/1 を超える場合(5 1/15ν > )、界面エネルギ－が負となるθ の範囲（ が成立す

る範囲）が出現してしまう。つまりこの範囲では安定な界面が存在し得ないことになり、したがっ

て界面の平衡形状において、この

2 2/ε ε θ+ ∂ ∂ < 0

θ 範囲の界面が現れず、界面方位が不連続に移り変わる部分が出

現する。このような場合、Phase-field 法の数値計算に補正が必要となる。この補正計算の詳細は

Eggleston らによってすでに提案されている(16)。さらに最近では界面エネルギーだけでなく、速度

定数（界面の易動度に対応する項）にも、方位依存性を考慮する試みが Uehara らによって進めら

れている(17)。 
 Phase-field 法では、φの時間および空間発展は、系の全自由エネルギー のF φによる変分に比例

すると仮定され、発展方程式として、 
 

 
FM

t φ
φ δ

δ φ
∂

= −
∂                                   (6) 

 
が用いられる。Mφ は界面の易動度である。この右辺の変分計算において、特に勾配エネルギー係

数 2ε に方位依存性がある場合には注意が必要である。つまり式(5)より明らかなように、方位θ が

Phase-field 変数φの空間勾配 φ∇ の関数になっているので、変分計算において勾配エネルギー係数
2 ( )ε θ

/F
も変分する必要があるからである。ちなみに２次元シミュレーションの場合において、

δ δφ を具体的に書き下すと、 
 

 
2 2' 'fF d d

dx y x dy x y
φ φ φ φδ εε ε εε ε

δφ φ
⎡ ⎤ ⎡⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

= + − − +⎢ ⎥ ⎢⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣

⎤∂
⎥∂ ⎦

 

 
となる。ここで ' /ε ε θ≡ ∂ ∂ および 2" / 2ε ε θ≡ ∂ ∂ である。 
 また温度場Tの時間変化の計算には、熱拡散方程式 
 

 
2 ( )

p

T LT p
t C t

φ
α φ

∂ ∂
= ∇ −

∂ ∂                             (7) 

 
が用いられる。右辺第２項は凝固潜熱による熱の湧き出し項で、α は熱拡散係数、Lは潜熱、 は

単位体積当たりの比熱である。

pC

( )p φ は (0) (1) 0p p= = で、
1

0
1( )p dφ φ =∫ を満たす関数であり、関数
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( )h φ を用いて ( ) /p hφ φ≡ ∂ ∂ と定義される場合が多い。濃度場の時間発展の計算に対しては、拡散

方程式 
 

 
( )c

cc

Dc F
t f

φ δ
cδ

⎛ ⎞∂
∂

= ∇ ⋅ ∇⎜ ⎟
⎝ ⎠

                             (8) 

 
が使用される。 ( )cD φ は液相と固相の溶質元素の相互拡散係数をφで重み付き平均した量であり、

ccf は式(2)の組成 による２階微分である。凝固における Phase-field 法は、式(6)～(8)を同時に数値

計算して、凝固組織にける phase-field 変数

c
( , )tφ r 、濃度場 、および温度場 の時間変化

を解析する手法である。 
( , )c tr ( , )T tr

 なお式(1)に濃度勾配エネルギー項が考慮されていない理由は、凝固の Phase-field 法では通常、界

面エネルギーは全て phase-field 変数φの勾配エネルギーに繰り入れる近似がなされるからである。

また以下に説明する KKS モデル(18)のように濃度場を常に局所平衡と仮定した場合には、計算モデ

ル上結果的に、空間的に急峻な濃度勾配がほとんど存在しないことになるので、濃度勾配エネルギ

ーを考慮する必要がなくなる。実際に Phase-field 法の計算モデルを作成して定量的な解析を行う際

には、このあたりの仮定や設定条件を正確に理解しておくことが大切である。 
 さて通常、金属の凝固において、組織全体のサイズはマイクロメートルスケール程度であるが、

固液界面幅は原子スケールの長さを持つ。差分法を用いて発展方程式を解く場合、この界面での

Phase-field プロファイルが充分に表現できるだけの差分の解像度が要求されるので、凝固組織全体

の差分分割数は極めて大きくなってしまう。このような場合には数値計算のテクニックとして、差

分分割数を組織内の場所によって変化させる方法（重なり格子法もしくは解適合格子法）(19)の使用

が考えられる。これに対し、Phase-field 法では、粗い差分分割をそのまま用いて、かつ界面部分の

正確な温度場やポテンシャル場（もしくは化学的自由エネルギー）を正しく計算する手法も考案さ

れている。合金の凝固におけるこの計算法の代表例が KKS モデル（Thin interface model とも呼ばれ

る）である(18)。この計算法では、粗い差分分割から計算されるなだらかな ( , )tφ r と の関係式、

および局所平衡の条件式、すなわち、 
( , )c tr

 
 ( ,c ) { ( , )} ( , ) [1 { ( , )}] ( , )St h t c t h t cL tφ φ= + −r r r r r

r

                   (9) 
 
                              (10) { ( , )} { ( , )}S L

S Lc t c tμ μ=r
 
を用いて、まず と を決定する（ とSc Lc ( , )c tr ( , )tφ r が与えられた時に と が求まる）。

と はそれぞれ固相と液相の局所平衡濃度（ここでは式(10)の平行接線の法則を満足する濃度を

意味しているので注意）である。

( , )Sc tr ( , )Lc tr

Sc Lc
Sμ と Lμ はそれぞれ固相と液相の化学ポテンシャルである。この

と を用いて、式(2)の化学的自由エネルギーを Sc Lc
 

 ( , , ) ( ) { ( , ), } {1 ( )} { ( , ), } ( )S L
S Lf c T h f c c T h f c c T W gSLφ φ φ φ φ≡ + − + φ         (11) 

 
と変更することによって、濃度場は常に局所平衡の自由エネルギーを基礎に計算されることになる。

つまり が界面において緩やかなプロファイルであっても、 と は界面において

シャープな界面を構成するので、界面における差分分割の粗さに起因する誤差が修正されるわけで

ある。定式化の詳細については Kim らの論文(18)を参照されたい。重要な点は、このような補正ま

で考慮した場合、Phase-field 法は１原子面で構成されるシャープな界面にも定量的に適用できる方

法になる点である。さらに最近 Karma(20)によって、KKS モデルでは考慮されていなかった界面拡散

や界面伸縮補正まで取り入れた解析も進められている。 

( , )c tr ( , )Sc tr ( , )Lc tr

 以上が、合金の凝固におけるPhase-field法の基本的な内容である。以下では、Fe-C系における凝

固組織形成のPhase-field法の代表例として、OdeとSuzukiの研究(14)を紹介したい。もちろんここでは
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KKSモデルが使用されている。 
 
11-2 Fe-C 系における凝固組織形成(14) 
 Ode と Suzuki は Fe-C 系を例に、融液が鋳型で核形成・成長する初期凝固過程の組織形成の

Phase-field シミュレーションを行った(14)。図 11-2 は Fe-0.5mol%C 合金における凝固初期のデンドラ

イト成長過程の計算で、固相の優先成長方位が熱流の方向（横方向）と一致するように設定した場

合の結果である。図(a)に示される

ように、凝固初期に内部方向（図

で左向き）と表面方向（図で下向

き）に１次アームが成長する。融

液表面（図の右端）が冷却され続

けるために、後者の成長速度は前

者に比べ大きい。２次アームにつ

いては、表面に沿った１次アーム

からの２次アームは著しく成長す

る(図(b))。さらにこの２次アーム

は競合成長するとともに、急速凝

固試料でしばしば観察されるセル

形態を取る(図(c))。その後、先行

したセルが選択されて、側枝を生

じデンドライト形態へと遷移する

( 図 (d)-(f)) 。 以 上 の よ う に 、

Phase-field 法に基づき、熱流下に

おける凝固組織形成が精度良くシ

ミュレーションされている。さら

に論文では、この合金に P を添加

した場合の凝固組織の変化や、熱

流場とアームの優先成長方位との

関係についても議論されている。 

 
図 11-2 Fe-0.5mol%C 合金の初期凝固デンドライト成長(14) 
 (a) 1.0 ms, (b) 3.0ms, (c) 5.0ms, (d) 10ms, (e) 17ms, (f) 24ms  
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************************************ 参考 *************************************** 
 勾配エネルギー係数に方位依存性が存在する場合のポテンシャル式の算出について、具体的に説

明する。 
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１．変分法 
 まず始めに、変分法の解説から始める。 
 
1-1. １次元で、変数に を持つ場合 , , ' /c x c c x= ∂ ∂
 汎関数を以下のように設定する。 
 

 ( ), , cJ F c x x
x

⎡ ⎤⎧ ⎫∂
= ⎨⎢ ∂⎩ ⎭⎣ ⎦
∫ dx⎬⎥                               (1) 

 
第一変分は、 
 

 
0

( ) ( )lim J c v J cJ
ε

εδ ε
ε→

⎧ ⎫+ −
= ⎨
⎩ ⎭

⎬                             (2) 

 
さらに、微分が定義できる場合には、 
 

 
0

( )J c vJ
ε

εδ ε
ε

=

⎛ ⎞∂ +
= ⎜ ∂⎝ ⎠

⎟                                (3) 

 
にて計算されるので、 
 

 

{ }
00

, , , , ' '

' '
' '

c vJ F c v x dx F c v x c v dx
x x

F F F Fvdx v dx cdx c dx
c c c c

εε

δ ε ε ε ε ε
ε ε

ε δ δ

==

⎛ ⎞⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= + + = + +⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= + = +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

ε

    (4) 

 
この第２項を部分積分する。 
 

 '
' ' '
F F d Fc dx c cdx
c c dx c

δ δ
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ ∫ δ                      (5) 

 
したがって、 
 

 

'
' '

' '

F F F F d FJ cdx c dx cdx c cdx
c c c c dx c

F F d Fc cdx
c c dx c

δ δ δ δ δ

δ δ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= + −⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ ∫

∫

'
δ

     (6) 

 
これよりオイラ－方程式は、 
 

  0
'

F d F
c dx c

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
−⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=                                (7) 

 
なおこの第２項内の ( )/ 'F c∂ ∂ は、 , , /c x c x∂ ∂ の関数であるので、x で微分する場合には合成関数

として扱わなくてはならない。たとえば、 
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( ) ( ) ( ') ( ) ( ) { (
' '

'
' '

F F F F F FdF dx dc dc dx dc d c
x c c x c c

dF F F dc F d dc F F Fc
dx x c dx c dx dx x c c

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + = + +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

"c⎟

')}
   (8) 

 
であるから、同様にして、 
 

 '
' ' ' '

d F F F Fc
dx c x c c c c c

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

"
'
c                (9) 

 
が得られる。 
 
1-2. ２次元で、変数に を持つ場合 , ,( , ), , , / , /x yc x y x y c c x c c y= ∂ ∂ = ∂ ∂
  まず汎関数を以下のように設定する。 
 

 ( , ), , , ,c cJ F c x y x y dx
x y

⎡ ⎤⎧ ⎫∂ ∂
= ⎨⎢ ∂ ∂⎩ ⎭⎣ ⎦
∫∫ dy⎬⎥                       (10) 

 
第一変分は、 
 

 
0

{ ( , ) ( , )} { ( , )}lim J c x y v x y J c x yJ
ε

εδ ε
ε→

⎧ ⎫+ −
= ⎨
⎩ ⎭

⎬                   (11) 

 
にて計算されるので、 
 

 

{ }, , , , , ,0

, ,

,
, ,

1lim ( , , , , ) ( , , , , )x x y y x y

x y
x y

x
x y

J F c v x y c v c v dxdy F c x y c c dxdy

F F Fvdxdy v dxdy v dxdy
c c c

F F Fcdxdy c dxdy
c c c

ε
δ ε ε ε

ε

ε

δ δ

→

⎡ ⎤
= + + + −⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= + + ⎜⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫ ,yc dxdyδ
⎞
⎟⎟
⎠

∫∫

ε

  (12) 

 
この第２および３項を部分積分する。 
 

 

, ,
, ,

, , ,

x x
x x

x x x

F Fc dxdy c dx dy
c c

F d F d Fc cdx dy c dxdy
c dx c dx c

δ δ

δ δ δ

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎪ ⎪=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬∂ ∂⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭
⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎪ ⎪ ⎪= − = −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬ ⎨∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪ ⎩ ⎭⎣ ⎦⎩ ⎭

∫∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫∫
⎪
⎬

  (13) 
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, ,
, ,

, , ,

y y
y y

y y y

F Fc dxdy c dy dx
c c

F d F d Fc cdy dx c dxdy
c dy c dy c

δ δ

δ δ δ

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎪ ⎪=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭
⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎪ ⎪ ⎪= − = −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬ ⎨⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪ ⎝ ⎠⎩ ⎭⎣ ⎦⎩ ⎭

∫∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫∫
⎪
⎬

  (14) 

 
したがって、 
 

 

, ,
, ,

, ,

, ,

x y
x y

x y

x y

F F FJ cdxdy c dxdy c dxdy
c c c

F d F d Fcdxdy c dxdy c dxdy
c dx c dy c

F d F d F
c dx c dy c

δ δ δ δ

δ δ

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= + + ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪= − − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎩ ⎭

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= − − ⎜⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

∫∫ ∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫ ∫∫

cdxdyδ
⎧ ⎫⎪ ⎪

⎟⎨ ⎬⎟⎪ ⎪⎠⎩ ⎭
∫∫

δ         (15) 

 
これよりオイラ－方程式は、 
 

  
, ,

0
x y

F d F d F
c dx c dy c

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=                        (16) 

 
ここで、F は , ,, , , ,x yc x y c c の関数であるので、x で微分する場合には合成関数として扱わなくては

ならない。たとえば、 
 

 

, ,
, ,

2 2

2
, ,

( ) ( ) ( ) { ( )} { ( )}x y
x y

x y

F F F F FdF dx dy dc d c d c
x y c c c

dF F F dc F d c F d c
dx x c dx c dx c dxdy

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + + ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + + + ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

      (17) 

 
同様に 
 

2 2

2
, , , , , , ,

2 2 2

2
, , ,

x x x x x y x

x x x

d F F F dc F d c F d c
dx c x c c c dx c c dx c c dxdy

F F dc F
x c c c dx c

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + + + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2 2

2
,

2 2

2
, , , , , , ,

y x

y y y x y y y

d c F d c
dx c c dxdy

d F F F dc F d c F d c
dy c y c c c dx c c dxdy c c dy

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂
+ ⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=

⎞
⎟
⎠

2 2 2 2 2 2

2 2
, , , , ,y y x y y

F F dc F d c F d c
y c c c dy c c dxdy c dy

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (18) 

 
である。したがって、最終的にオイラ－方程式は次式にて与えられる。 
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, ,

2 2 2 2 2 2

2 2
, , , , ,

2 2

, ,

x y

x x x y x

y y

F d F d F
c dx c dy c

F F F dc F d c F d
c x c c c dx c dx c c dxdy

F F
y c c c

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎧ ⎫⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪⎛ ⎞= − + + + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
− +⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝

c

2 2 2 2

2 2
, , ,

0
y x y

dc F d c F d c
dy c dy c c dxdy

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ∂ ∂⎪ ⎪+ +⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭
=

      (19) 

 
２．勾配エネルギ－係数の方位依存性 
 勾配エネルギ－係数が方位に依存する場合を考える。まず勾配エネルギ－係数を次式のように定

義する。 
 
                        (1) 2

0 0( ) ( ) {1 cos( )}kλκ θ κ γ θ κ γ θ= = +
 
 2( ) {1 cos( )}kλγ θ γ θ= +                              (2) 
 
ここで、界面に垂直方向の方位と界面における order parameter の方位には次の関係が存在する。（変

数 cは、任意の order parameter であるが、イメ－ジし易くするために濃度場と考えてもよい。） 
 

 
,

,

sintan
cos

x

y

c
cx
cc

y

θθ
θ

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂⎝ ⎠= = =
⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

                           (3) 

 
これより、次のような関係式が導かれる。 
 

 

2 2

,2 2
,

2
,

2 2
, , , ,

(cos ) (sin ) 1 1
(cos ) cos

cos
( ) ( )

x
y

y

x y x y

d d
c

c
c c c c

θ θ θ θ
θ θ

θ θ

+
= =

⎛ ⎞∂
= =⎜ ⎟∂ +⎝ ⎠

dc

                    (4) 

 

 

,
,2 2

,

, ,2
2 2

, , ,

1
cos ( )

cos
( ) ( ) ( )

x
y

y

x x

y y x

c
d dc

c

c c
c c c c

θ
θ

θ θ

= −

⎛ ⎞∂
= − = −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ +⎝ ⎠

2
,y

                     (5) 

 

 

2 22
2 2

2 2 2

2
2

2 2 2

2

( ) ( )sin 1 cos, , cos 1 cos
cos cos ( ) ( )

( )1cos
( ) ( ) ( )1
( )

x x x

y y y

y

x x y

y

c c c
c c c

c
c c c
c

θ θ θ θ
θ θ

θ

−
= = = −

= =
+

+

              (6) 

 
さて、系の自由エネルギ－は次式にて与えられる。 
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                         (7) 2[ { ( )} { ( )}( ) ]F f c c dκ θ= + ∇∫
r

r r r

 
式(3)より、θ は , ,,x yc c の関数であるので、 
 

 

2 2
2

, ,[ { ( )} { }( ) ] { ( )} { ( , )}x y
c cF f c c c d f c c c d
x y

κ κ θ
⎡ ⎤⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎪ ⎪⎢ ⎥= + ∇ ∇ = + +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭⎣ ⎦

∫ ∫
r r

r r r r    (8) 

 
と書くことが出来る。式(7)内の化学的自由エネルギ－の c に関する変分、すなわち化学ポテンシャ

ルは、式(9)にて与えられる。 
 

 ( ) f
c

μ
⎛ ⎞∂

= ⎜ ∂⎝ ⎠
r ⎟                                   (9) 

 
式(8)の右辺積分内第２項の変分は、以下のように計算される。まず、この項を改めて次式のように

置く。 
 
 { }2

, , , ,{ ( , )} ( ) ( )g x y xE c c c cκ θ= 2
y+                         (10) 

 
式(10)を ,xc および にて偏微分する。 ,yc
 

 

{ }

{ }

2 2
, , , , ,

, ,

, 2 2
, , , ,2 2

, ,

, , , ,

( ) ( ) 2 { ( , )}( )

( ) ( ) 2 { ( , )}( )
( ) ( )

2 { ( , )}( )

g
x y x y x

x x

y
,x y x y

x y

y x y x

E
c c c c c

c c

c
c c c c c

c c

c c c c

κ θ κ θ
θ

κ κ θ
θ

κ κ θ
θ

⎛ ⎞∂ ⎛ ⎞∂ ∂
= + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞∂
= + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞∂

= +⎜ ⎟∂⎝ ⎠

x           (11) 

 

 

{ }

{ }

2 2
, , , , ,

, ,

, 2 2
, , , ,2 2

, ,

, , , ,

( ) ( ) 2 { ( , )}( )

( ) ( ) 2 { ( , )}( )
( ) ( )

2 { ( , )}( )

g
x y x y y

y y

x
,x y x y

x y

x x y y

E
c c c c c

c c

c
c c c c c

c c

c c c c

κ θ κ θ
θ

κ κ θ
θ

κ κ θ
θ

⎛ ⎞∂ ⎛ ⎞∂ ∂
= + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞∂
= − + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞∂
= − +⎜ ⎟∂⎝ ⎠

y          (12) 

 
ここで、式(1)より、 
 
                             (13) 2

0( ) {1 cos( )}kλκ θ κ γ θ= +
 

 
0

0 0

( ) 2 {1 cos( )}{ sin( )}

2 {sin( ) sin( ) cos( )} {2sin( ) sin(2 )}

k k k

k k k k k k k

λ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ

κ θ κ γ θ γ θ
θ

γ κ θ γ θ θ γ κ θ γ

∂
= + −

∂
= − + = − + θ

  (14) 
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2

2
0 02

( ) {2 cos( ) 2 cos(2 )} 2 {cos( ) cos(2 )}k k k k k k k kλ λ λ λ λ λ λ λ
κ θ γ κ θ γ θ γ κ θ γ
θ

∂
= − + = − +

∂
θ   (15) 

 
である。さらに、式(11)(12)を xおよび yにて常微分する。 
 

, , , ,

2

, , , , , , , , ,2
, , , ,

2 { ( , )}( )

2 2

y x y x

,{ ( , )}xx yx y yx xx yx x x y xx
x y x y

d c c c c
dx

c c c c c c c c c
c c c c

κ κ θ
θ

κ θ θ κ κ θ θ κ θ
θ θ θ

θ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂
+⎢ ⎥⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎣ ⎦

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪= + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎩ ⎭

∂
=

c

2

, , , , , , , ,2
, ,

2
, , , ,

, ,2 2 2 2 2
, , , ,

2 2 { ( , )}

2
( ) ( ) ( ) ( )

xx yx y x yx x y xx
x y

y xx x yx
y x

x y x y

c c c c c c c c
c c

c c c c
c c

c c c c

θ κ κ κ κ θ
θ θ θ

κ κ
θ θ

⎧ ⎫⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪+ + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪ ⎩ ⎭⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭
⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎪ ⎪= − +⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + ∂ ∂⎪ ⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩⎩ ⎭

, , , ,2 { ( , )}yx x y xxc c c cκ κ θ
θ

⎛ ⎞∂
+ +⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎭

   (16) 

 

, , , ,

2

, , , , , , , , ,2
, , , ,

2 { ( , )}( )

2 2

x x y y

,{ ( , )}xy yy x xy xy yy y x y yy
x y x y

d c c c c
dy

c c c c c c c c c
c c c c

κ κ θ
θ

κ θ θ κ κ θ θ κ θ
θ θ θ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂
− +⎢ ⎥⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎣ ⎦

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪= − + − + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎩ ⎭

=

c

2

, , , , , , , ,2
, ,

2
, , , ,

, ,2 2 2 2 2
, , , ,

2 2 { ( , )}

2
( ) ( ) ( ) ( )

xy yy x y xy x y yy
x y

y xy x yy
x y

x y x y

c c c c c c c c
c c

c c c c
c c

c c c c

θ θ κ κ κ κ θ
θ θ θ

κ κ
θ θ

⎧ ⎫⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪− + − − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪ ⎩ ⎭⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭
⎧ ⎫ ⎧⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎪ ⎪= − − −⎨ ⎬ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + ∂ ∂⎪ ⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

, , , ,

2
, , , ,

, , , , , ,2 2 2 2 2
, , , ,

2 { ( , )}

2 2 { ( , )}
( ) ( ) ( ) ( )

xy x y yy

x yy y xy
x y xy x y yy

x y x y

c c c c

c c c c
c c c c c c

c c c c

κ κ θ
θ

κ κ κ κ θ
θ θ θ

⎫ ⎛ ⎞∂
− +⎨ ⎬ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎩ ⎭

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎪ ⎪= − − − +⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + ∂ ∂ ∂⎪ ⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭⎩ ⎭

  (17) 

 

オイラ－方程式は、
, ,

0
x y

F d F d F
c dx c dy c

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=  にて与えられるので、最終的に、全ポテ

ンシャルは式(18)にて計算される。 
 

, , , , , , , ,

2
, , , ,

, , ,2 2 2 2 2
, , , ,

2 { ( , )}( ) 2 { ( , )}( )

2
( ) ( ) ( ) ( )

y x y x x x y y

y xx x yx
y x yx

x y x y

d dc c c c c c c c
dx dy

c c c c
c c c

c c c c

κ κχ μ κ θ κ θ
θ θ

κ κκμ
θ θθ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
= − + − − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎧ ⎫⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂∂⎪ ⎪⎪ ⎪= − − + − −⎨ ⎬⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂+ + ∂⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪ ⎝ ⎠⎩ ⎭⎩ ⎭
, , ,

2
, , , ,

, , , , , ,2 2 2 2 2
, , , ,

, , , , , ,
,

2 { ( , )}

2 2 { ( , )}
( ) ( ) ( ) ( )

12 { ( , )}( ) ( )
(

x y xx

x yy y xy
x y xy x y yy

x y x y

x y xx yy yx xy
x

c c c

c c c c
c c c c c c

c c c c

c c c c c c
c

κ θ

κ κκ κ θ
θ θθ

κμ κ θ
θ

⎧ ⎫⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂∂⎪ ⎪⎪ ⎪− − − + −⎨ ⎬⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂+ + ∂⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪ ⎝ ⎠⎩ ⎭⎩ ⎭

⎛ ⎞∂
= − + − − −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

2

, , , , , ,2

2 2 2
,

, , , , , ,2

2

, , , ,

, , , , 2 2
, ,

( ) 2

) ( )
( ) 2

( )
12 { ( , )}( )

( ) ( )

y xx x yx y x

y
x yy y xy x y

y xx x yx

x y xx yy
x y

c c c c c c

c
c c c c c c

c c c c

c c c c
c c

κκ
θθ

κκ
θθ

μ κ θ

⎡ ⎤⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂∂⎪ ⎪− +⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂∂⎪ ⎪⎝ ⎠⎝ ⎠⎢ ⎥⎩ ⎭
⎢ ⎥+ ⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂∂⎪ ⎪⎢ ⎥+ − −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂∂⎪ ⎪⎝ ⎠⎝ ⎠⎩ ⎭⎣ ⎦

∂
−

= − + −
+

, ,2

2

, , , , , ,2

2

( ) 2

y x

x yy y xy x y

c c

c c c c c c

κκ
θθ

κκ
θθ

⎡ ⎤⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂⎪ ⎪+⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂∂⎪ ⎪⎝ ⎠⎝ ⎠⎢ ⎥⎩ ⎭
⎢ ⎥⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂∂⎪ ⎪⎢ ⎥+ − −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂∂⎪ ⎪⎝ ⎠⎝ ⎠⎩ ⎭⎣ ⎦

 (18) 

 

 11-10



また上式右辺の最後の項は、 21
2

κ = ε と置いて、 

 

 22 2
2

2 2

'

' "

κ εε εε
θ θ

εκ εε ε εε
θθ θ

∂ ∂
= =

∂ ∂

⎛ ⎞∂∂ ∂
= + = +⎜ ⎟∂∂ ∂⎝ ⎠

 

 
として、 
 

, , , , , , , ,2 2
, , , ,2 2 2 2

, , , ,

, , , , , , , ,2 2
, ,2 2

, ,

{( ' ") 2 ' } {( ' ") 2 ' }
( ) ( ) ( ) ( )

( ' ") ( ' ")
( ) ( )

y xx x yx y xy x yy
y x x y

x y x y

y xy x yy y xx x y
x y

x y

c c c c c c c c
c c c c c

c c c c

c c c c c c c c
c c

c c

εε εε ε εε εε

ε εε ε εε

⎧ ⎫ ⎧ ⎫− −⎪ ⎪ ⎪ ⎪− + − + + +⎨ ⎬ ⎨ ⎬
+ +⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

⎧ ⎫− −⎪ ⎪= + − +⎨ ⎬
+⎪ ⎪⎩ ⎭

, , , , , , , ,
, ,2 2 2 2 2 2

, , , , , ,

, , , , , , , ,
, ,2 2 2 2

, , , ,

2 ' 2 '
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 ' 2 '
( ) ( ) ( ) ( )

x y xx x yx y xy x yy
x y

x y x y x y

y xx x yx y xy x yy
x y

x y x y

c c c c c c c c
c c

c c c c c c

c c c c c c c c
c c

c c c c

εε εε

εε εε

⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫− −⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪+ +⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
+ + +⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

⎧ ⎫ ⎧− −⎪ ⎪= +⎨ ⎬ ⎨
+ +⎪ ⎪⎩ ⎭

, , , , , , , ,2 2
, ,2 2 2 2

, , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , , , ,2
2 2

, ,

( ' ") ( ' ")
( ) ( ) ( ) ( )

2 ' ( ' ")
( ) ( )

y xy x yy y xx x yx
x y

x y x y

x y xx x x yx y y xy x y yy x y xy x x

x y

c c c c c c c c
c c

c c c c

c c c c c c c c c c c c c c c c c c
c c

ε εε ε εε

εε ε εε

⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫− −⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪+ + − +⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
+ +⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

− + − −
= + +

+
, , , , , ,

2 2
, ,

, , , , , , , , , , , , , ,2
, , , ,2 2 2 2 2 2 2 2

, , , , , , , ,

( ) ( )

2
2 ' ( ) ( ' ")

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
'

yy y y xx x y yx

x y

x y y y x x x x yy y y xx x y
xx yy xy xy

x y x y x y x y

c c c c c c
c c

c c c c c c c c c c c c c c
c c c c

c c c c c c c c

c

εε ε εε

εε

− +

+

⎧ ⎫ ⎧ ⎫− +⎪ ⎪ ⎪ ⎪= − + + + − +⎨ ⎬ ⎨ ⎬
+ + + +⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

= −

{ }

, , , , , , , , , , , ,2
, , , , , , , ,2 2 2 2 2 2 2 2

, , , , , , , ,

, , ,

41( ) 2 ( ' ") ( ) ( )
2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

' ( ) sin 2 2 cos 2

x y x x y y y y x x x y
yy xx xy yy xx xx yy xy

x y x y x y x y

yy xx xy

c c c c c c c c c c c
c c c c c c c c

c c c c c c c c

c c c

ε εε

εε θ θ

⎧ ⎫ ⎧− −⎪ ⎪ ⎪− − + + − − + +⎨ ⎬ ⎨
+ + +⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩

= − − + +

⎫⎪
⎬

+ ⎪⎭

{ }

{ } { }

2
, , , , ,

2
, , , , , , , ,

1 ( ' ") ( ) cos 2 ( ) 2sin 2
2
1' ( )sin 2 2 cos 2 ( ' ") 2sin 2 ( ) ( ) cos 2
2

yy xx xx yy xy

yy xx xy xy xx yy yy xx

c c c c c

c c c c c c c c

ε εε θ θ

εε θ θ ε εε θ θ

+ − − − + +

= − − + + + − + − −

 

 
と変形することも出来る。なおここで、 
 

 

, , , , , , , , , , , ,
, , , ,2 2 2 2

, , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , , , ,
, ,2 2

, ,

, ,

2 2 2 2
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2
( )

( ) ( )

x x yy y y xx x x yy y y xx
xx yy xx yy

x y x y

x x yy y y xx x x xx x x yy y y xx y y yy
xx yy

x y

x

c c c c c c c c c c c c
c c c c

c c c c

c c c c c c c c c c c c c c c c c c
c c

c c

c c

+ +
− = − + + − +

+ +

− − + + + +
= −

+

−
=

+

, , , , , , , , , ,
, ,2 2

, ,

, , , ,
, , , ,2 2

, ,

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

x yy y y xx x x xx y y yy
xx yy

x y

y y x x
yy xx xx yy

x y

c c c c c c c c c c
c c

c c

c c c c
c c c c

c c

− + +
− +

+

−
= − − +

+

 

 
である。 
 
付録（純金属におけるデンドライト成長の Phase-field シミュレーションプログラム） 
 まず[R.Kobayashi : Physica D, 63(1993),410-423.]に従い関係式の定式化を行う。phase field 変数

を とし、 s t( , )r
 
  :液体    :固体 s t( , )r = 0 s t( , )r = 1
 
とする。系の全自由エネルギ－は、 
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 G G Esystem c surf= + dz d
r

ri                               (1) 

 

 

G s t s s m T s s s s s m T s m T s

s m T s m T s

c{ ( , )} ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

r = − − − = − + − +

= − −FHG
I
KJ + −FHG

I
KJ

1
4

1 1
6

3 2 1
4

2 1
2

1
3

1
4

1
2

1
3

1
4

1
2

2 2 2 2 3 4 2

4 3 2

c h 3

   (2) 

 

 E s t s tsurf ( ( , )) ( ) ( , )∇ = ∇r 1
2

2 2ε θ r                           (3) 

 
にて与えられ、全自由エネルギ－の phase field 変数による変分は、 
 

 
δ
δ
G
s

G
s

d
dx

E
s

d
dy

E
s

system c surf

x

surf

y

=
∂
∂
F
HG
I
KJ −

∂
∂

F
HG
I
KJ −

∂
∂

F
HG
I
KJ, ,

                   (4) 

 
にて計算される。化学的自由エネルギ－の phase field 変数による微分は、 
 

 

∂
∂

= − − − − = − − + −F
HG

I
KJ

∴ −
∂

∂
= − − +F

HG
I
KJ

G s t
s

s s s m T s s s s s m T

G s t
s

s s s m T

c

c

{ ( , )} ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

{ ( , )} ( ) ( )

r

r

1
2

1 1 2 1 1 1
2

1 1
2

        (5) 

 
となる。 は結晶化の駆動力を表し、通常は、 m T( )
 
 m T T Te( ) ( )= −γ                                  (6) 
 
にて与えられるが、ここでは、 
 

 m T T Te( ) tan { ( )}= − −
α
π

γ1                             (7) 

 
を用いる。勾配エネルギ－係数については方向依存性を考慮し、 
 
 ε εσ θ= ( )                                     (8) 
 
 σ θ δ θ θ( ) cos[ ( )]= + −1 0j                             (9) 
 
と仮定する。特に２次元計算では、Phase field 変数勾配と方位の間に、 
 

 tan sin
cos

,

,

θ θ
θ

= =

∂
∂
F
HG
I
KJ

∂
∂
F
HG
I
KJ
=

s
y
s
x

s
s
y

x

                            (10) 

 
の関係が成立する。なお の場合にはs sx y, ,,= <0 0 θ π= / 2 、および の時にはs sx y, ,,= >0 0
θ π= − / 2である。 
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 さて、ここで関係式を導いて置こう。 
 

 

sin
cos

, cos
cos

( )
( )

,
( )
( )

cos cos

cos
( )
( )

( )
( ) ( )

,

,

,

,

,

,

,

,

,

, ,

θ
θ

θ
θ

θ θ

θ

=
−

= =

∴ =
+

=
+

s
s

s
s

s
s

s
s

s
s s

y

x

y

x

y

x

y

x

x

x y

1 1

1

1

2

2

2

2

2

2
2 2

2
2

2

2

2 2

−

              (11) 

より、 
 

 

1

1 1

2 2 2
2

2 2

2 2

2 2

2

2 2

cos ( )
,

( )
cos

( ) ( )

(cos ) (sin )
(cos ) cos

, cos
( ) ( )

,

,
,

,

,

,

,

, ,

,
,

, ,

,

, ,

θ
θ θ θ

θ θ
θ

θ
θ

θ θ θ

d
s
s

ds
s

s
s

s
s s

d d
s
ds

s s
s

s s

y

x
x

x

y

x

y

x y

x
y

y x

x

x y

= − ∴
∂
∂

F
HG
I
KJ = − = −

+

+
= = ∴

∂
∂

F
HG
I
KJ = =

+

(12) 

 
である。 
 さて勾配エネルギ－を と でそれぞれ偏微分しよう。式(12)を用いて、 s x, s y,
 

 

∂

∂
=

∂
∂

F
HG
I
KJ + + = −

+

F
HG

I
KJ + +

= − +

∂

∂
=

∂
∂

F
HG
I
KJ + + =

+

F
HG

I
KJ +

E
s s

s s s
s

s s
s s

s s

E
s s

s s s
s

s s
s s

surf

x x
x y x

y

x y
x y

y x

surf

y y
x y y

x

x y
x

, ,
, , ,

,

, ,
, ,

, ,

, ,
, , ,

,

, ,
,

' ( ) ( ) '
( ) ( )

( ) ( )

'

' ( ) ( ) '
( ) ( )

( ) (

εε θ ε εε ε

εε ε

εε θ ε εε

2 2 2
2 2

2 2

2

2 2 2
2 2

2

n s n s

n s , ,

, ,

)

'

y y

x y

s

s s

2 2

2

n s +

= +

ε

εε ε

s x,
2

  (13) 

 
と計算される。なおε ' は、 
 

 

ε ε
θ

ε σ
θ

ε δ θ θ

ε ε
θ

ε σ
θ

ε δ θ θ

' sin[

" c

=
∂
∂

( )]

os[ ( )]

F
HG
I
KJ =

∂
∂
F
HG
I
KJ = − −

=
∂
∂
F
HG
I
KJ =

∂
∂
F
HG
I
KJ = − −

j j

j j

0

2

2

2

2
2

0

                    (14) 

 
である。これより式(4)の勾配エネルギ－の変分部分は、 
 

 −
∂

∂

F
HG
I
KJ −

∂

∂

F
HG
I
KJ =

∂
∂
F
HG
I
KJ −

∂
∂
F
HG
I
KJ

L
NM

O
QP
−

∂
∂
F
HG
I
KJ +

∂
∂
F
HG
I
KJ

L
NM

O
QP

d
dx

E
s

d
dy

E
s

d
dx

s
y

s
x

d
dy

s
x

s
y

surf

x

surf

y, ,

' 'εε ε εε ε2 2    (15) 

 
となり、界面発展方程式は、式(5)と(15)から、 
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τ
δ
δ

εε ε εε ε

∂
∂

= −

= −
∂
∂
F
HG
I
KJ −

∂

∂

F
HG
I
KJ −

∂

∂

F
HG
I
KJ

L
N
MM

O
Q
PP

= − − +F
HG

I
KJ + −

∂
∂
F
HG
I
KJ +

∂
∂
F
HG
I
KJ

L
NM

O
QP
+

∂
∂
F
HG
I
KJ +

∂
∂
F
HG
I
KJ

L
NM

O
QP

= − − +F
HG

I
KJ

−

s
t

G
s

G
s

d
dx

E
s

d
dy

E
s

s s s m T d
dx

s
y

s
x

d
dy

s
x

s
y

s s s m T

d

system

c surf

x

surf

y, ,

( ) ( ) ' '

( ) ( )

1 1
2

1 1
2

2 2

dx
s
y

d
dy

s
x

d
dx

s
x

d
dy

s
y

εε εε ε ε' '∂
∂
F
HG
I
KJ

L
NM

O
QP
+

∂
∂
F
HG
I
KJ

L
NM

O
QP
+

∂
∂
F
HG
I
KJ

L
NM

O
QP
+

∂
∂
F
HG
I
KJ

L
NM

O
QP

2 2

   (16) 

 
と表現される。 
 また、伝熱方程式は、 
 

 
∂
∂

= ∇ +
∂
∂

T
t

T K s
t

2                                 (17) 

 
にて与えられる。 
 
・揺動項について 
 実際の計算では、次のように式(16)右辺に結晶度場に関する揺動項が追加される。 
 

 τ
δ
δ

∂
∂

= − + −
s
t

G
s

as s fsystem
rnd( )1                           (18) 

 
aは揺らぎの強さであり、 は-0.5～0.5 の乱数である。揺動項にfrnd s s(1 )− が含まれていること

が重要で、この関数は、 にピ－クを持ちs = 0 5. s s= =0 1, で s s( )1 0− = となる上に凸の関数で

あるので、揺動は 付近、すなわち凝固界面部分に集中することになる。もし、この揺動

項における を省略し、[ ]にように単なる乱数ノイズにすると、本来、

結晶度勾配が存在しない領域[ ,

s = 0 5.
s)s(1− as s f arnd( )1− →

]s s≅
frnd

≅0 1
t

においても、このノイズに起因する勾配ポテンシャ

ル項が 0 ではなくなり、 が値を持ち、さらにこれが式(17)の潜熱項を経由して温度場に

派生し、温度場を大きく揺らがせてしまう。これは計算のエラ－を引き起こす。揺動項におけ

る は、結晶度勾配が存在しない領域[ ,

∂ s / ∂

s s(1− ) ]s s≅ ≅0 1 におけるノイズを軽減し、かつノイズ

を界面に集中させ、温度場の陽動を界面近傍に限定する働きを有するのである。 
 
・各種パラメ－タ設定 
 シミュレ－ションに必要な各種変数は、以下のようになる。 
 

 

00.01, 0.0 0.05, 4, 0
0.0003, 0.0004, 0.01, [ 0.5, 0.5]
0.9, 10.0, 1, 0
0.8 2.0

18 18, 300 300

rnd

e

j
t a f

T T
K
L N

ε δ θ
τ
α γ

= = ↔ = =
= Δ = = = −
= = = =
= ↔
= × = ×
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 特に、融点T とし、過冷却液体の温度e = 1 T = 0としているので、凝固潜熱の大きさ Kによ

って、最終的な凝固量が変化する。例えば、K = 1の場合、初期温度 0 の液相全体が固相にな

れば、全体で温度が 1 だけ増加する。つまり全てが凝固した段階で融点 1 になり、この場合、

かろうじて全体が凝固できることになる。（なお、温度が保存する孤立系を仮定している。）し

かしK = 2の場合、液相全体が凝固すると、全体温度が 2 とになり、融点を越えてしまう。つ

まり、K = 2では液相の半分が凝固するのみである。またK < 1の場合には、液相全体が凝固し

ても、全体温度は 1 だけ上昇しないので、当然全体が凝固できる。以上から、結局、凝固可能

部分の全体に対する体積分率は、1 / Kにて与えられることがわかる。 
 具体的なプログラムは以下のように与えられる。 
 
・Java アプリケーションプログラム(dend_4fold_2D.java) 
//********************************************************************* 
import java.awt.*; 
import java.awt.event.*; 
import java.io.*; 
 
public class dend_4fold_2D extends Frame{ 
 
 static int ND=300;     //組織１辺の分割数 
 static int nd=ND, ndm=ND-1, nd2=ND/2; 
 static int width, height, insetx, insety, xwidth, yheight; 
 static double RR=8.3145;  //ガス定数 
 static double PI=3.14159; 
 static double [][] s1h=new double[ND][ND]; //組織内の phase field(固相場)デ－タ配列 
 static double [][] Th=new double[ND][ND]; //組織内の温度場デ－タ配列 
 
 //グローバル変数化 
 static double temp, m_temp, time1; 
 Image buff; 
 static Graphics bg, g; 
 
 //*************** コンストラクタ **************************** 
 public dend_4fold_2D(){ 
  xwidth=400; yheight=400; insetx=4; insety=30; 
  width=xwidth+insetx*2;  height=yheight+insetx+insety; 
  setSize(width, height); 
  setBackground(Color.lightGray); 
  setVisible(true); 
  buff=this.createImage(width, height); 
  bg=buff.getGraphics(); 
  addWindowListener(new WindowAdapter(){ 
   public void windowClosing(WindowEvent e){ System.exit(0); } 
  }); 
 } 
 
//************** main ***************************** 
 public static void main(String[] args){ 
 
  dend_4fold_2D prog=new dend_4fold_2D(); 
 
  double s1kai; 
  double [][] s1kais=new double[ND][ND]; 
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  double [][] Th2=new double[ND][ND]; 
  int   i, j, k, l; 
  int   ip, im, jp, jm; 
  double time1max; 
  double delt;            //時間刻み 
 
  double amob_s, b1; 
  double s1; 
  double s1ip, s1im, s1jp, s1jm; 
  double s1ipjp, s1ipjm, s1imjp, s1imjm; 
  double s1ddtt; 
  double ep, ep1p, ep2p; 
  double dx_s1, dy_s1, l_dxdy; 
  double dxx_s1, dyy_s1, dxy_s1; 
 
  double mT, dtemp, th, th0, ep_b0, ep_b, tau, rnd_a; 
  double j_fold, K_lat, alpha, gamma, delta, fact1; 
  double TT, amob_T, Tip, Tim, Tjp, Tjm, Tddtt, dTa, sumT; 
 
  String s_K_lat, s_dtemp, s_delt; 
 
//------------------------------------------------------------------------------ 
  BufferedReader input=new BufferedReader(new InputStreamReader(System.in)); 
 
  s_K_lat="1.7"; 
  try{ System.out.print("K(1.7) =  ");  s_K_lat=input.readLine(); } 
  catch(IOException e){ System.out.println("Exception : "+e); } 
  K_lat=new Double(s_K_lat).doubleValue(); 
 
  s_dtemp="1.0"; 
  try{ System.out.print("dtemp(1.0) =  ");  s_dtemp=input.readLine(); } 
  catch(IOException e){ System.out.println("Exception : "+e); } 
  dtemp=new Double(s_dtemp).doubleValue(); 
 
  s_delt="0.0004"; 
  try{ System.out.print("del_time1(0.0004) =  ");  s_delt=input.readLine(); } 
  catch(IOException e){ System.out.println("Exception : "+e); } 
  delt=new Double(s_delt).doubleValue(); 
 
//**** 各種定数の設定 *********************************************************** 
 
  time1=0.0;  time1max=1.0+1.0e+08; 
 
  m_temp=1.0; 
  temp=m_temp-dtemp; 
 
  ep_b0=0.01; 
  tau=0.0003; 
  rnd_a=0.01; 
 
  b1=18.0/nd; 
  //b1=9.0/nd; 
  th0=0.0; 
  j_fold=4.0; 
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  alpha=0.9; 
  gamma=10.0; 
  //delta=0.0; 
  delta=0.02; 
  fact1=1.0; 
 
  amob_s=1.0/tau; 
  amob_T=1.0; 
 
//********************************************************************************** 
  prog.ini_field();  //乱数によって初期場を設定 
  //prog.datin();   //ファイルから初期場を読み込み 
 
//*** 凝固時間発展過程の計算 ******************************************* 
 while(time1<=time1max){ 
 
  if((((int)(time1) % 50)==0)){ 
   System.out.println(time1); prog.repaint(); //所定カウント数おきに phase field 描画 
  } 
 
  //if((((int)(time1) % 200)==0)){ prog.datsave(); }  

//  所定カウント数おきに phase field および温度場保存 
  //  現在この行の前に//があり文全体をコメント文にしている。//を外せばデ－タの保存 
  //  が行われるが、数値デ－タは非常に大きくなる場合があるので、//を外す場合には、 
  //  ハ－ドディスクの空き容量やデ－タ保存量等を良く確認した後、//を外されたい。 
 
  //if(time1==1000.0){ prog.datsave(); } //所定カウント時に phase field および温度場保存 
 
//***** 勾配エネルギー関連項の計算 *********************** 
  for(i=0;i<=ndm;i++){ 
   for(j=0;j<=ndm;j++){ 
    ip=i+1; im=i-1; jp=j+1; jm=j-1; 
    if(i==ndm){ip=0;}  if(i==0){im=ndm;} 
    if(j==ndm){jp=0;}  if(j==0){jm=ndm;} 
 
    s1=s1h[i][j]; 
    s1ip=s1h[ip][j];  s1im=s1h[im][j];  s1jp=s1h[i][jp];  s1jm=s1h[i][jm]; 
    s1ipjp=s1h[ip][jp]; s1ipjm=s1h[ip][jm];  s1imjp=s1h[im][jp];  s1imjm=s1h[im][jm]; 
 
    dx_s1=(s1ip-s1im)/2.0/b1;  dy_s1=(s1jp-s1jm)/2.0/b1; 
    dxx_s1=(s1ip+s1im-2.0*s1)/b1/b1;  dyy_s1=(s1jp+s1jm-2.0*s1)/b1/b1; 
    dxy_s1=(s1ipjp+s1imjm-s1imjp-s1ipjm)/4.0/b1/b1; 
    l_dxdy=dx_s1*dx_s1+dy_s1*dy_s1; 
 
    if(l_dxdy==0.0){fact1=0.0;l_dxdy=1.0;}  else{fact1=1.0;} 
 
    if((dx_s1==0.0)&&(dy_s1>=0.0)){th=-PI/2.0;} 
    else if((dx_s1==0.0)&&(dy_s1<=0.0)){th=PI/2.0;} 
    else {th=Math.atan(dy_s1/dx_s1);} 
 
    ep_b=ep_b0*fact1; 
    ep=ep_b*(1.+delta*Math.cos(j_fold*th)); 
    ep1p=-ep_b*delta*j_fold*Math.sin(j_fold*th); 
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    ep2p=-ep_b*delta*j_fold*j_fold*Math.cos(j_fold*th); 
 
    s1kais[i][j]=-ep*ep*(dxx_s1+dyy_s1) 
        -( (ep1p*ep1p+ep*ep2p)*dy_s1-2.*ep*ep1p*dx_s1 ) 
        *(dy_s1*dxx_s1-dx_s1*dxy_s1)/l_dxdy 
        +( (ep1p*ep1p+ep*ep2p)*dx_s1+2.*ep*ep1p*dy_s1 ) 
        *(dy_s1*dxy_s1-dx_s1*dyy_s1)/l_dxdy; 
 
   } 
  } 
 
//****** 発展方程式の数値計算 ***** s1=0:liquid ,  s1=1:solid ************* 
  for(i=0;i<=ndm;i++){ 
   for(j=0;j<=ndm;j++){ 
    ip=i+1; im=i-1; jp=j+1; jm=j-1; 
    if(i==ndm){ip=0;}  if(i==0){im=ndm;} 
    if(j==ndm){jp=0;}  if(j==0){jm=ndm;} 
 
    s1=s1h[i][j]; 
    TT=Th[i][j]; 
    Tip=Th[ip][j];  Tim=Th[im][j];  Tjp=Th[i][jp];  Tjm=Th[i][jm]; 
 
    mT=alpha/PI*Math.atan(gamma*(m_temp-TT)); 
    s1kai=-s1*(1.0-s1)*(s1-0.5+mT); 
 
    s1ddtt=-amob_s*(s1kai+s1kais[i][j]); 
 
    s1h[i][j]=s1h[i][j]+s1ddtt*delt 
       +rnd_a*(Math.random()-0.5)*s1h[i][j]*(1.0-s1h[i][j]); 
 
    if(s1h[i][j]>=1.0){s1h[i][j]=1.0;}  if(s1h[i][j]<=0.0){s1h[i][j]=0.0;} 
 
    Tddtt=amob_T*(Tip+Tim+Tjp+Tjm-4.0*TT)/b1/b1+K_lat*s1ddtt; 
    Th2[i][j]=Th[i][j]+Tddtt*delt; 
   } 
  } 
 
  for(i=0;i<=ndm;i++){ 
      for(j=0;j<=ndm;j++){  Th[i][j]=Th2[i][j];  } 
  } 
 
//******[時間増加]************************************************* 
  time1=time1+1.0; 
      //try{ thread1.sleep(100); }     // 0.01 seconds 
      //catch( InterruptedException e){ } 
 }//while 
}//main 
 
// **** phase field および温度場の初期設定 ********************************* 
 public void ini_field(){ 
  int i, j; 
 
  for(i=0;i<=ndm;i++){ 
   for(j=0;j<=ndm;j++){ 
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    s1h[i][j]=0.0;  Th[i][j]=temp; 
    if(((i-nd2)*(i-nd2)+(j-nd2)*(j-nd2))<10.){s1h[i][j]=0.8;} 
   } 
  } 
 } 
 
// ***** update 関数のオーバーライド（再描画時における画面のチラツキ防止）******* 
   public void update(Graphics g){paint(g);} 
 
// **** phase field の描画 ***************************************************** 
   public void paint(Graphics g){ 
      bg.clearRect(0, 0, width, height); 
      bg.setColor(Color.lightGray); 
 
     int i, j, ii, jj; 
     int icol; 
     int ixmin=0, iymin=0, igx, igy, irad0; 
   int ixmax, iymax; 
     double c, x, xmax, xmin, y, ymax, ymin, rad0; 
 
   xmin=0.0; xmax=1.0;  ymin=0.0; ymax=1.0; 
   ixmax=xwidth;  iymax=yheight; 
 
   //System.out.println(time1); 
   rad0=1.0/(double)nd/2.0; 
   irad0=1+(int)( ((double)ixmax-(double)ixmin)/(xmax-xmin)*rad0 ); 
 
   for(i=0;i<=nd;i++){ 
    for(j=0;j<=nd;j++){ 
     x=1.0/(double)nd*(double)i+rad0; 
     igx=(int)( ((double)ixmax-(double)ixmin)*(x-xmin)/(xmax-xmin)+(double)ixmin ); 
     y=1.0/(double)nd*(double)j+rad0; 
     igy=(int)( ((double)iymax-(double)iymin)*(y-ymin)/(ymax-ymin)+(double)iymin ); 
     ii=i; jj=j; 
     if(i==nd){ii=0;}  if(j==nd){jj=0;} 
 
     icol=(int)( 255.0*(1.0-Math.abs(s1h[ii][jj])) ); 
     //icol=(int)(255.0*(Th[ii][jj]); 
 
     if(icol>=255){icol=255;}  if(icol<=0){icol=0;} 
     bg.setColor(new Color(icol,icol,icol)); 
        bg.fillRect(insetx+igx-irad0,insety+igy-irad0, irad0*2, irad0*2); 
     //bg.setColor(Color.blue); 
     //bg.setColor(new Color(0,0,icol)); 
   } 
  } 
    g.drawImage(buff, 0, 0, this); 
   } 
 
//************[phase field および温度場デ－タの保存]**************************** 
   private void datsave(){ 
  int i,j; 
 
  try{ 
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   PrintWriter outfile= new PrintWriter( 
    new BufferedWriter(new FileWriter("test.dat", true)) ); 
 
      outfile.println(time1); 
      //outfile.println(time1+'¥n'); 
   for(i=0;i<=ndm;i++){ 
    for(j=0;j<=ndm;j++){ 
        outfile.println(s1h[i][j]);  //phase field の書き込み 
        outfile.println(Th[i][j]);   //温度場の書き込み 
    } 
   } 
   outfile.close(); 
  } 
    catch(Exception e){System.out.println(e);System.exit(1);} 
   } 
 
//************[phase field および温度場デ－タの読込み]************************** 
   private void datin(){ 
  int i, j; 
  double sumc; 
    String s_data, s_time1; 
 
  try{ 
   BufferedReader infile=new BufferedReader(new FileReader("ini000.dat")); 
   try{ 
    s_time1=infile.readLine();  time1=new Double(s_time1).doubleValue(); 
    for(i=0;i<=ndm;i++){ 
     for(j=0;j<=ndm;j++){ 
      s_data=infile.readLine();  s1h[i][j]=new Double(s_data).doubleValue(); 
      s_data=infile.readLine();  Th[i][j]=new Double(s_data).doubleValue(); 
     } 
    } 
   } 
   catch(Exception e){System.out.println(e); System.exit(1);} 
   finally{infile.close();} 
    } 
  catch(Exception e){System.out.println(e); System.exit(1);} 
 
   } 
 
//**************************************************************** 
}//class dend_4fold_2D 
 
//********************************************************************* 
以上、プログタム終わり。 
 
 


