
第６章 勾配エネルギー評価法 
6-1 濃度勾配エネルギー 
 スピノーダル分解理論(1)において、濃度勾

配エネルギ－がどのように導かれるかについ

て説明する。まず濃度勾配エネルギ－の物理

的意味について図6-1の濃度プロファイルの

模式図を用いて考えてみよう。通常の化学的

自由エネルギ－は濃度のみの関数である。し

かし、スピノ－ダル分解のように空間的に非

常に急峻な濃度変動が生じる場合には、化学

的自由エネルギ－に過剰項（濃度勾配がない

単相状態の化学的自由エネルギーからのず

れ）が発生する。例えば図6-1の (A)の位置では３つの異なる濃度プロファイルが交差しており、い

ずれの濃度プロファイルでも、交差点では濃度は であるので、通常の化学的自由エネルギ－のみ

では３つの濃度プロファイルにおいて、(A)点でエネルギー的な差はないことになる。しかしナノ

メートルオーダーの急峻な濃度勾配や曲率を有する界面部分では、原子の結合種の数（A-A対やA-B
対等の本数）や界面部分の原子間距離（原子サイズの相違による）が、濃度プロファイル形状に依

存して若干変化しており、この効果によって内部エネルギーに平均場の化学的自由エネルギ－から

のずれが生じる。したがって、このような急峻な濃度プロファイルを有する不均一系における化学

的自由エネルギ－の評価では、濃度以外に濃度プロファイル形状の情報である濃度勾配や濃度の曲

率等も独立変数として、化学的自由エネルギ－表現に取り込む必要がある。この濃度場の空間的な

不均一に起因するエネルギー変化量がスピノ－ダル分解理論における濃度勾配エネルギーである。 
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図 6-1 １次元濃度プロファイルの模式図  

 具体的に濃度勾配エネルギ－式を導出してみよう。いま A-B２元系を考え、Ｂ成分組成を と置

く。相変態では、cは時間 t と位置 r の関数である。濃度勾配

c
c∇ と曲率 2c∇ を独立変数としている

ので、化学的自由エネルギー関数を、 とc∇ 2c∇ にて多変数テイラー展開して、 
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を得る。ただし最後のところで高次項は省略した。したがって、上式の表現が、濃度プロファイル

形状まで考慮した濃度不均一系における化学的自由エネルギ－（正確には場所の関数であるので、

エネルギー密度）である。 
 さてここで図 6-1 のように、１次元( x 方向：ここから変数 x が空間座標になるので注意)の任意

形状の濃度プロファイルを想定し、位置 0x におけるエネルギーについて考えてみよう。位置 0x の

エネルギーは式(1)より である。ここで、2
0 0{ ( ), ( ( )}cG c x c c x0),x∇ ∇ 0x を中心に左右反転の座標変

換を関数 に施してみよう（これは同じ場所を裏からながめた場合に相当する）。この場合、位置cG

0x のエネルギーは となる。エネルギーは座標変換に対して不変でなく

てはならないので、物理的に、 
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でなくてはならない。式(2)に式(1)を代入すると、 
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となり、任意の位置 0x において式(2)が成立するためには、 は恒等的に 0 でなくてはならない

ことがわかる。以上から不均一系の化学的自由エネルギ－は、 
0 ( )K c
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にて与えられる。ここで、 は濃度勾配や曲率が 0 である場合の化学的自由エネルギ－で

あるので、通常の平均場の化学的自由エネルギ－に等しい。したがって、濃度変動が生じたことに

起因する過剰自由エネルギ－

( ,0,0)cG c

surfE は、 
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にて与えられ、これが濃度勾配エネルギ－である（実際の界面エネルギーには界面部分における化

学的自由エネルギーの平均場成分まで含まれているので、勾配エネルギーを界面エネルギーと記す

のは厳密には間違いであるが、勾配エネルギーが界面における主要なエネルギーであるので E の添

え字を surf としている）。 

 この右辺第１項をガウスの発散定理
V VS

f dV f dS f dV∇ ⋅ = ⋅ − ∇ ⋅∫ ∫ ∫g g n g （１次元では部分積

分に相当）を用いて変形すると、 
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となる。 は系の表面における外向き法線ベクトルである。表面積分項が消えているのは、系の表

面全体で積分した値が統計的に０となる（いま c と

n
c∇ は独立と考えているので、個々の c につい

て、表面位置における の法線方向成分 ( )c∇ c∇ ⋅n の総和を計算した場合、統計的に 0 とすることは

物理的に正しいと考えられる）ことを仮定した結果である。これより surfE は最終的に 
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と変形される。ここで改めて、 
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と置くことにより濃度勾配エネルギ－は、 
 
                               (8) 2( )( )surf V

E c cκ= ∇∫ dV
 
となる。 は濃度勾配エネルギ－係数と呼ばれ、エネルギ－に長さの自乗をかけた次元を持ち、

厳密にはこの場合、濃度の関数であるが、定数と仮定される場合が多い（

( )cκ
( )cκ を平均組成の周りで

展開し定数項のみを残した場合ととらえても良い）。 
 ここで１次元の濃度プロファイルを考え、不均一場における内部エネルギ－式を具体的に計算す

ることによって、濃度勾配エネルギ－係数を簡単に見積もってみよう。まず濃度場を 
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のように展開する。AB２元系を考え、化学的自由エネルギ－内の内部エネルギ－項（平均場）を

(1 )E c c= Ω − とする。Ωは原子間相互作用パラメ－タである（定数と仮定）。位置 x によって濃度

が微小に変化しているとして、この平均場の内部エネルギ－を、 
c
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のように修正し、これに式(9)を代入して高次項を省略すると、 
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を得る（式の変形において、式(2)の考え方を利用している点に注意）。右辺第１項は平均場の内部

エネルギ－であるので、濃度プロファイル形状に起因する内部エネルギ－の過剰量は第２および３

項となる。式(3)との比較から、 
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であることがわかる。式(7)に代入することにより濃度勾配エネルギ－係数が、 
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と導かれる。 xΔ はほぼ原子間距離のオ－ダ－を持つ距離である。原子間相互作用パラメ－タΩが

濃度に依存する場合には、濃度勾配エネルギ－係数も濃度依存性を有することになる。しかしｊッ

際の組織形成の計算では定数と仮定される場合が多い。また式(13)の導出過程は非常に理想化した

場合かつ１次元を想定しているので、係数の 1/2 は実際には若干変化し、通常この係数は合金系も

しくは結晶構造に依存した変数とおかれる。 
 なお以上において、内部エネルギ－項の過剰項のみについて取り扱い、化学的自由エネルギ－に

おけるエントロピ－項については何もふれなかったが、これはエントロピ－項についても同様に計

算すると過剰項は現れないことが確認されるからである。（定性的には、エントロピ－項は掛け算

を足し算にしてしまうために、ここで議論しているような過剰項は現れないと言える。） 
 以上、２元系の濃度場を例に勾配エネルギーの導出について説明した。多元系の場合や規則度な

どの非保存変数に関する勾配エネルギーも、以上と同様に定式化できる(2)。通常、非保存変数 に

関する勾配エネルギ－は、 
is
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と表現される。絶対値が現れる理由は、濃度場と異なり には負の値が許されるからである。 is
 
6-2 平衡プロファイル形状と勾配エネルギー係数について 
 ここでは平衡プロファイル形状に関して、界面エネルギー密度と勾配エネルギー係数の関係式を

導いてみよう。秩序変数を として、具体的にフラットな界面を横切る秩序変数プロファイル（xs
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方向:1 次元）の平衡形状の関係式を導出する。なお勾配エネルギー係数 sκ は定数と仮定する。界面

における全自由エネルギー変化量は 
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と表現される（１次元であるので、常微分にて表現している.また積分は界面領域における積分であ

る）。 ( )f sΔ は化学的自由エネルギー変化量で、 は勾配エネルギーである。（簡単

のため弾性歪エネルギーは省略している。） 

2(1/ 2) ( / )s d s d xκ

 濃度プロファイル形状が平衡形状である場合、変分原理から 
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が成立する。この両辺に を掛け、/d s d x x = −∞から x x= まで積分すると、 
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を得る。これが平衡プロファイル形状の関係式である。ところで、界面エネルギー密度を sγ とする

と、式(15)は物理的に 
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であり、これに式(17)を代入して、 
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となる。 
 以下、界面の平衡プロファイル形状を表す式を具体的に導いてみよう。まず化学的自由エネルギ

ー変化量 ( )f sΔ を ( ) ( )f s Wg sΔ = と置く。ここで は定数である。 W
 
（１） の場合 2 (1 )g s s= − 2

 この場合、式(16)のオイラー方程式は、 
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となるので、平衡プロファイル形状は、 
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にて与えられる。これは以下のように確認することが出来る。 
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（２） の場合 (1 )g s s= −
 この場合には、オイラー方程式は、 
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を得る。これは、 
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と確認できる。境界条件として、 で0x = 1y = と置くと、 1 11 1/ 2 1c c / 2= + → = となり、また 2 0c =
と置く。したがって、界面の平衡プロファイル形状は、 
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となる。 
 さて、界面プロファイルが平衡形状にある場合、界面における平均場のエネルギーと、勾配エネ

ルギーは、式(17)に示したように理論的に釣り合う。 の場合、 2( ) (1 )g s s s= −
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κ

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= −⎨ ⎜
⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

⎟⎬  

 
より、 
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e e e e
e e e e

WWs s
e e

ds Ws
dx

κ

− −

− −

− − −

− − −

− −

− −

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−
= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛− − −
− = − + = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜+ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

+ − −
= =
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⎠

∴ − =
+
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2 2(1 )s−

 

 
また、これより界面におけるエネルギ－の積分は、 
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2 2 2

2 2

0
2 3 2

1
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2

1 1 2 ( )
2 2
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(1 ) 2

1 1 12 (1 ) 2 ( ) 2 2
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s
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ds ds dsdx dx Wg s dx
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s s W

W s s ds W s s ds W s s W

κ

κ κ κ

κ

κ κ κ

⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎞= +⎨ ⎬⎜ ⎟
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⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = =⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
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∫
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∫

∫ ∫ sκ

1
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にて与えられる。なお、ここで、 
 

 

2

1 2 2(1 )
( )

1
(1 ) 2

y y
s s

s

ds W Ws s
dx e e

dx
ds s s W

κ κ

κ

−= − = − −
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を用いた。 
 例えば界面エネルギー密度 の実測値が得られている場合、モル体積を として、関係

式 

2(J/m )sγ mV

 

 
1

3 2 s s mF Wκ γ= = V  

 
が得られる。さらに界面の幅 を、界面プロファイルの中心位置に接線を引き、その接線がd 0s = と

に交わる間の長さと定義すると、 1s =
 

 

2

0

1 2 ,
2( )

1 2
4

y y
s s

y s

ds W Wy x
dx e e

ds W
dx

κ κ

κ

−

=

= − =
+

⎛ ⎞∴ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
であるから、関係式 
 

 
21 2 1 , 2

4
s

s

W d
d W

κ
κ

− = − ∴ =  

 
を得る。 
 一方、 では、界面プロファイルから、 ( ) (1 )g s s s= −
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ds W W x
dx
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であるので、 
 

 
0 1

1 0
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s
sx s

dxF W g s dx W g s ds W s s ds W s s ds
ds W s s

κ
κ= = = − − =
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となる（s の積分が始め である点に注意）。ここで、公式 0 1∼
 

 
2 2 2

2 2 1sin
2 2

x a x a xa x dx
a

−−
− = +∫  

 

において、 および1a =
1

2
xs +

= と置くと、 2 1 , 2(1 ) 1 , 2s x s x ds dx= + − = − = であるから、 
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1
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−

−
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となり、 
 

 

1
1 1 1 1

0
0

1 1 1(1 ) (2 1) (1 ) sin (2 1) {sin (1) sin ( 1)}
4 8 8

s s ds s s s s
8
π− − −⎡ ⎤− = − − + − = − − =⎢ ⎥⎣ ⎦∫  

 
を得る。したがって、 
 

 
1

0

22 (1 )
8s sF W s s ds Wκ π= − =∫ κ

2

 

 

が得られる。 の場合のエネルギーが2( ) (1 )g s s s= −
1

3 2 sF Wκ= であるので、両者の比は、 
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2 2
38 8 2.356

1 1 4
3 2 3 2

s

s

W

W

π κ π
π

κ
= = ≅  

 
となる。両者の比がおよそ 2.4 倍異なる理由は、関数 (1 )s s− と (1 )s s− の積分値の相違と、平衡

プロファイル領域（s が 0～1 までの x の距離）の相違に起因する。物理的には、界面領域における

の積分値は、 であり、2( ) (1 )g s s s= − 2 s2 2(1 ) (1 )s s s− < − ( ) (1 )s sg s = − の場合の方が界面領域の

化学的な過剰エネルギーが若干大きい。したがってこちらの方が、勾配エネルギーに加えて化学的

にも界面はより不安定であり、より広い勾配遷移領域を必要とする。上記の比は界面部分の正味の

エネルギーであるので、この領域の効果がかなり大きく反映されていると考えられる。 
 
6-3．まとめ 
 以上、勾配エネルギーの導出については、従来きちんと式の変形を説明した解説書が少ないので、

本章ではやや詳しく説明した。勾配エネルギーについては、多成分系への拡張や、種類の異なる秩

序変数が混在する場合、また方位依存性が存在する場合など様々な表現があり、現在も種々の定式

化が提案されている(2)。ただし、ここで展開した定式化は、決して特殊な考え方ではなく、空間お

よび時間的に不均一な秩序変数を取り扱う場合には、必然的に考慮しなくてはならない方法論であ

る。次世代の材料設計やこれから構造解析では、不均一な状態を如何に有益に利用するかがキーポ

イントとなるだろう（ナノおよびメゾスケールでは特にこの傾向は強い）。本章で解説した方法論

は、このような問題に対して非常に強力な基盤を与える論理である。 
 
参考文献 
(1) J.E.Hilliard: "Phase Transformation", ed. by H.I.Aaronson, ASM, Metals Park, Ohio, (1970),  
  pp.497-560. 
(2) 小山敏幸:日本金属学会会報"まてりあ", 42(2003), 397. 
 
 
************************************ 参考 *************************************** 
多変数のテーラー展開について 
 いま一般的に、独立変数 , ,x p qを持つ任意の関数 ( , , )f x p q を考え、このテイラ－展開を考えよ

う。１変数 x のみのテイラ－展開は、 
 

 
0 0

0

2
2

0 0 2

3
3

03

( , , ) 1 ( , , )( , , ) ( , , ) ( ) ( )
2!

1 ( , , ) ( )
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0f x p q f x p q x x x x

x x

f x p q x x
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= =
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⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂
= + − + −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞∂
+ − +⎜ ⎟∂⎝ ⎠

    (1) 

 
にて与えられる（展開中心を 0x とした）。ここで右辺の 0( i)x x− の係数は全て ,p qの関数になって

いる。したがって、これら係数は今度は p もしくは でテイラ－展開できる。試みに、式(1)右辺第

１項を、変数

q
p にて展開してみよう。 

 

 
0 0
0 0

2
2

0 0 0 0 02
( , , ) 1 ( , , )( , , ) ( , , ) ( ) ( )

2!x x x x
p p p p

f x p q f x p qf x p q f x p q p p p p
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⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂
= + − + −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+

)

 

 
今度は、右辺の 0( ip p− の係数はq のみの関数になる。したがって、この係数は でテイラ－展開

できることになる。例えば上式の第１項と、２項の係数を で展開すると、 
q

q
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となる。つまり多変数のテイラ－展開の計算は、結局、その展開係数部分の独立変数に着目し、入

れ子形式に１変数ずつテイラ－展開して行けばよい。最終的な展開結果は、 
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のようになる。次に１変数 x はそのままにして、 ,p qのみにてテイラ－展開する場合には、 
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となることは容易に理解できるであろう。注意すべき点は、展開係数部分が x の関数となっている

点である。 
 さて本稿の濃度勾配エネルギ－の導出に当てはめてみよう。式(3)において、独立変数を 
 
 2( , , ) ( , , )x p q c c c= ∇ ∇ =(濃度, 濃度勾配, 濃度の曲率) 
 
と置き直すと、関数 ( , , )f x p q は、 
 

      (4) 

2

2 2 2 2 2
1 2 3 4

2 2
1 2

( , , ) ( , 0, 0) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( , 0,0) ( )( ) ( )( ) ( )( )

f c c c f c L c c
K c c K c c K c c K c c c

f c L c c K c c K c c

∇ ∇ = + ∇

+ ∇ + ∇ + ∇ + ∇ ∇ +

≅ + ∇ + ∇ + ∇
 
と表現される。ただし高次項は省略した。この形式が、濃度プロファイル形状まで考慮した、濃度

不均一系における化学的自由エネルギ－である。 
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