
付録 斜方晶の弾性相互作用エネルギ－の理論式（逆空間計算） 
 
１．弾性理論の基本式および変数の定義 
 フックの法則を 
  
  σ ij ijkl klC e=  
 
にて定義する。弾性定数には結晶対称性から 
 
   C C C C C Cijkl jikl ijkl ijlk ijkl klij= = =, ,
 
の関係が成立する。これより、独立な弾性定数に基づき、式(1)を書き下すと以下のようになる。 
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なお * はマトリックスの対称要素を表す。したがって、独立な弾性定数は最大 21個である。次に
結晶の対称性による独立な弾性定数の決定方法について考察する。 
 拘束歪を 
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にて定義する。ここで、uiは変位場を表す。 
 また、物体の正味の変形に伴う力学的エネルギ－は次式にて与えられる。（なお、これは通常、
相分解にて発生する弾性歪エネルギ－ではなく、実質的に拘束歪分だけ弾性変形した場合の力学
的エネルギ－であるので注意が必要である。） 
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実際の合金の相分解の解析では、基本単位胞が斜方晶よりも複雑になることは希であるので、こ
こでは斜方晶の弾性定数をもちいて、力学的エネルギ－を書き下す。まず、斜方晶の弾性定数は
次式にて与えられる。 
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これより、斜方晶における変形にともなう力学的エネルギ－は、 
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にて与えられる。弾性率はさらに 
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にて表されるので、力学的エネルギ－は最終的に 
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と表現される。 
 
2．濃度場と拘束歪場による弾性歪エネルギ－の展開 
濃度 と拘束歪 をorder parameterとし、 を改めてこれらの変数にて展開する。 c eij

c Estr
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 ここで は鏡像応力に起因する歪エネルギ－である。また右辺第２項は濃度 cと拘束歪 の干

渉項で、

g c( ) eij
c

α iiはカップリング定数である。 
    さて、カップリング定数α iiを求めるために、完全緩和における歪場を想定する。すなわち、

δ ijをディラックのデルタ関数として、 にて与えられる。これを式(1)に代入する。 eij
c

ij ij= ε δ
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ここで、歪場 に対して は瞬間的に極小値を取っていると仮定できるので（拡散の緩

和 時 間 に 対 し て 歪 伝 播 の 緩 和 時 間 は 非 常 に 短 い と 仮 定 で き る 。 ） 、
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さらに固有歪ε ijは格子ミスマッチη ijを用いてε ηij ij c c= −( 0 )と表わすことが出来る。（固溶体の
格子定数はVegard則に従うとした。）したがって、α は最終的に次式にて与えられる。 
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さて、このα ii、およびε ηij ij c c= −( 0 )を式(2)に代入する。 
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ところで、いま考えている歪場は完全緩和であるので、析出相に貯えられている弾性歪エネルギ
－は結局０にならなくてなならない。したがって は次式にて与えられる。 g c( )
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式(4),(6)を式(1)式に代入することによって最終的に弾性歪エネルギ－は次式にて与えられる。 
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なお、式(7)をijklを用いてまとめて書くと次式にて表現される。 
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特に弾性率が定数である場合、平衡方程式から、
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るので、式(8)より弾性歪エネルギ－の系全体における積分は、式(9)にて与えられる。 
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次に濃度変動場をフ－リエ級数展開にて、式(10)にて定義する。 
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また、拘束歪は、次式にて与えられる。 
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また、 
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が得られる。固有歪場として、Pure dilatationを仮定し、式(13),(14)を式(9)に代入する。 
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ここで、 
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である。また、 
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であり、 
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にて計算できる。さらに、式(12)より であるから、 ω pl pqkl q kn C n n− ≡1( )
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これより、 は式(21)の逆行列として計算される。なお、 とΩ pj ( )n n = ( , ,n n nx y z ( , , , )θ ϕ θ ϕr r の関

係は以下のように与えられる。 
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次に析出粒子の形状関数を導出する。形状関数を とする。以下、球状粒子，回転楕円体状粒

子，および直方体状粒子の形状関数の導出法について説明する。まず形状関数 の理論導出式

は次式にて与えられる。 

( )θ k
( )θ k

 
                               (23) ( ) ( ) exp( )c iθ = ∫r

k r k r d⋅ r
 
   (位置ベクトル が析出粒子内の場合) c( )r = 1 r
   (位置ベクトルrが析出粒子外の場合) c( )r = 0
 
1)球状粒子の形状関数の導出 
  球状粒子の半径を とする。また 方向と 軸方向を一致させる。つまり と書く

ことが出来る。したがって、式(23)より形状関数は以下のように計算される。 
r0 k z cos( )hr θ⋅ =k r
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0
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cos{ cos( )} sin{ cos( )} sin( )

cos{ cos( )} sin( )
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r

r

r

c i d

ikr d

kr i kr r drd d

kr r drd

π π

π

θ

θ

θ θ θ θ ϕ

π θ θ θ

<

−

−

= ⋅

=

= +

=

∫
∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

r

r

k r k r r

r
            (24) 

 

ここで、 k と置く。したがって、cos( )θ = t 1sin( ) , sin( )k d dt d
k

θ θ θ θ− = = − dtである。これらを、

式(24)に代入する。 
 

 
[ ]

0 0 0

0 0

2

0

0 0 0
3

2 4( ) cos( ) sin( ) sin( )

4 sin( ) cos( )

k r r r

k r r
r rt drdt r rk dr r rk

k k k
r k r k r k

k

π π πθ

π
− − −

= = =

−
=

∫ ∫ ∫ ∫k dr
          (25) 

さらに、V と置くと、最終的に r≡ 4
3 0

3π

 

 0 0 0
3

0

sin( ) cos( )( ) 3
( )

r k r k r kV
r k

θ −=k                            (26) 

 
2)回転楕円体状粒子の形状関数の導出 
  アスペクト比を pとする。また回転楕円体の回転軸を 軸に取る。z θは 方向と 軸のなす角度
である。また

k z
xy面内の方位角をϕとし、 x軸( y軸)と回転楕円体との交点を とする。ここで

次の関数
a, − a

K p)( ,θ を定義する。 
 

 K p p( , ) sin ( ) cos ( )θ θ= +2 2 2 θ                            (27) 
 
またK p( , )θ を用いて、以下のように を定義する。 A z, 0

 

 
z aK p

A p z z
K p

0

0
2 2

3

≡

≡ −

( , )
(

( , )
)

θ
π

θ
                                  (28) 

 
k方向上,原点より の点を通り に垂直な平面と、楕円体の交線は楕円となる。式(28)の は、
この楕円の面積に等しい。さて、形状関数の具体的な計算について説明する。 

z k A
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exp( )

( ) cos( )
( )
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z

z

z

z

z

c i d

i d d

ikz Adz

p z z kz dz
K

p z z kz dz
K

π

θ

dϕ

π
θ

π
θ

−

−

−

= ⋅

= ⋅ +

=

= −

= −

∫
∫ ∫ ∫

∫

∫

∫

r
r z

k r k r r

k z r' z r'

                     (29) 

 
ここで、 
 

 0
2

2 0
0 00

cos( ) sin( )
z zz kz dz k

k
=∫ z  

 
および 
 

 0
2

2 0 0
0 02 30

2 2cos( ) sin( ) cos( ) sin( )
z z zz kz dz kz kz kz

k k k
= + −∫ 0  

 
よって、式(29)は次式にて与えられる。 
 

 

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]
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3
0 0 00

3 3
0

3 3
0 0 0

3 3
0

0 0 0
3

0

sin( ) cos( )4( )
( , )

sin( ) cos( )4
( , ) ( )

sin( ) cos( )4 ( , )
( , ) ( )

sin( ) cos( )
3

( )

z k z k z kp
K p k

z k z k z kz p
K p z k

z k z k z ka K p p
K p z k

z k z k z k
V

z k

πθ
θ

π
θ

π θ
θ

−
=

−
=

−
=

−
=

k

                   (30) 

 

ここで、V である。 a= 4
3

3π p

 
3)直方体状粒子の形状関数の導出 
x軸， y軸，および 軸と直方体の交点の座標をそれぞれ、 とする。 z ± ± ±a b c, , ,
これより、形状関数は以下のように計算される。 
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0 0 0

( ) ( ) exp( )

exp{ ( )}

exp( ) exp( ) exp( )

8 cos( ) cos( ) cos( )

sin( )8

c b a

x y zc b a

a b c

x ya b c

a b c

x y z

x

x

c i d

i k x k y k z dxdydz

ik x dx ik y dy ik z dz

k x dx k y dy k z dz

k a
k

θ

− − −

− − −

= ⋅

= + +

    =         
    =         

 
= 

 

∫
∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

r
k r k r r

z






sin( ) sin( )y z

y z

k b k c
k k

   
   

  

              (31) 

 
 以上は、析出粒子の中心が実空間座標中心に位置している場合の形状関数の計算であるが、次
に、析出粒子の中心が位置ベクトルRにある場合の形状関数を求める。なお、析出粒子の中心が実
空間座標中心に位置している場合の形状関数を と置く。 0 ( )θ k
 

                        (32) 

0

( ) ( ) exp{ ( )}

( ) exp( ) exp( )

exp( ) ( ) exp( )

( ) exp( )

c i d

c i i

i c i

i

θ

θ

= + ⋅ +

= + ⋅ ⋅

= ⋅ + ⋅

= ⋅

∫
∫

∫

r

r

r

k r R k r R r

r R k r k R r

k R r R k r r

k k R

d

d

d

2i

c )

 
さらに析出粒子中心が位置R1および位置R2にある２粒子全体の形状関数は以下のように計算され
る。ただし、それぞれの粒子が座標中心に存在する場合の形状関数を および とした。 1( )θ k 2 ( )θ k
 

      (33) 

1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2

1 1 2 2

( ) [ ( ) exp{ ( )} ( ) exp{ ( )}]

[ ( ) exp( ) exp( ) ( ) exp( ) exp( )]

( ) exp( ) ( ) exp( )

c i c i d

c i i c i i

i i

θ

θ θ

= + ⋅ + + + ⋅ +

= + ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅

= ⋅ + ⋅

∫
∫

r

r

k r R k r R r R k r R r

r R k r k R r R k r k R r

k k R k k R
 
これより、 
 

    (34) 1 1 2 2 1 1 2

1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 2 1

( ) ( )
[ ( ) exp( ) ( ) exp( )][ ( ) exp( ) ( ) exp( )]

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) exp{ ( )} ( ) ( ) exp{ ( )}

i i i

i i

θ θ
θ θ θ θ

θ θ θ θ
θ θ θ θ

−
= ⋅ + ⋅ − − ⋅ + − − ⋅
= − + −
+ − ⋅ − + − ⋅ −

k k
k k R k k R k k R k k R

k k k k
k k k R R k k k R R

 
であるので、２粒子全体の弾性歪エネルギ－は、式(15)より次式にて与えられる。なお、ここで、
無限マトリックス中の２粒子を考えることにする。このように境界条件を設定することにより、
マトリックスの濃度cmを平均組成c0に一致させることが出来る。析出粒子の濃度も一定cpとするの
で、等価変態歪は にて与えられる。濃度の情報は、基本的には

が担っているが、このように仮定することによって、濃度場，すなわち ( )をQ か

らくくり出すことが出来、これを

e c c cij
T

ij p ij p m= − = −η η( ) (0

( )Q k c cp m− ( )k
η ij

( )k
と合わせて等価変態歪 として、弾性関数 内の繰り込

むことにする。また、この操作から、Q は形状関数のフ－リエ変換である に置き換わる。

つまり、 

eij
T B( )n

( )θ k
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1 1 2 23 3

1 2 1 2 3

1 2 2 1 3

1 ( ) ( ) ( )
2 (2 )
1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 (2 ) 2
1 ( ) ( ) ( ) exp{ ( )}
2 (
1 ( ) ( ) ( ) exp{ ( )}
2 (
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π

θ θ θ θ
π π

θ θ
π

θ θ
π

= −

= − + −

+ − ⋅ −
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∫

∫ ∫

∫

∫

k

k k

k

k

kn k k

k kn k k n k k

kn k k k R R

kn k k k R R

(2 )

2 )

2 )

            (35) 

 
である。これより粒子間の弾性相互作用エネルギ－は、式(35)の右辺3,4項に対応することがわか
る。1粒子当たりの粒子間の弾性相互作用エネルギ－は、式(36)にて与えられる。 
 

    
1 2 2 1 3

1 2 3

1 ( ) ( ) ( ) exp{ ( )}
2 (
1 ( ) ( ) ( ) exp( )
2 (

int
dE B i

dB i

θ θ
π

θ θ
π

= − ⋅ −

= ⋅

∫

∫

k

k

kn k k k R R

kn k k k R

2 )

2 )

                (36) 

 
回転楕円体の形状関数は式(30)にて与えられる。 
 

 [ ]0 0 0
3

0

sin( ) cos( )
( ) 3
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z k z k z k

V
z k

θ
−

=k                          (30) 

 

 z aK p a p0
2 2 2≡ = +( , ) sin ( ) cos ( )θ θ θ   ,  V a= 4

3
3π p  

 
したがって、弾性相互作用エネルギ－は、 
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 (37) 

 

  z a p z a pRh Rh Rh Rh1 1
2

1
2 2

2 2
2

2
2 2= + = +sin ( ) cos ( ), sin ( ) cos ( )θ θ θ θ  

  V a p V a1 1
3

1 2 2
3

2
4
3

4
3

= =π π, p

)

 

 
となる。ここで、 ( ,θ ϕR R は、Rベクトルの方向を表し、 ( , )θ ϕ は、kベクトル座標系におけるkベ
クトルの方向を表す。また、θ Rh

pi

は実空間の座標軸z(回転楕円体の回転軸に一致)と、逆空間のkベ
クトルのなす角度で、V a は粒子iの体積, x方向の半径, およびアスペクト比である。実空間
の座標系から見た場合の、kベクトルの方向 ( , は式(22)にて与えられる。 

i i, ,
, )n n nx y z
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したがって、θ Rhに関しては、式(38)の関係式が成立する。 
 
                           (38) cos ( ) , sin ( )2 2 2 1θ θRh z Rh zn= 2n= −
 
以上より弾性相互作用エネルギ－は、最終的に次式のように表すことができる。 
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hの積分区間は以下のように設定する。まずfccの場合、１原子当たりの体積はa3/4であるから、第
一ブリアンゾ－ンの体積は、近似的に 
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にて計算される。したがって、hの最大値hmaxは、 
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にて与えられる。bccの場合は、
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hcpの場合は、
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また最密充填の場合を考え、 c a= 8 3/ として、 
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となる。 
 弾性定数に関して、立方晶、正方晶、六方晶における計算については、 
 
立方晶およびη η η η11 22 33 0= = = の場合 、C C  C C C C C C C11 22 33 12 23 13 44 55 66= = = = = =, ,
正方晶およびη η11 22= の場合、  C C C C C C11 22 13 23 44 55= =, , =
六方晶およびη η11 22= の場合、  C C C C C C C C C11 22 13 23 44 55 66 11 12 2= = = = −, , , ( ) /
 
とすればよい。 
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