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１．JMAKの式の一般化 
 一般的な JMAKの関係式は、 
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にて与えられる。 は時間 t' における単位体積当たり（未反応部分）に出現する核の個数（核
形成頻度）で、 は時間 t'に生成した個々の粒子の、時間 tにおける体積である。 は領域全

体の体積である。この式において重要な関数は、
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実験的に比較的精度良く決定することが出来る。 
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２． ( )f t と から を導出 ( )J t ( , ')v t t
 ( )f t と が実験的に得られた場合に、 を導出する方法について以下説明する。まず、( )J t ( , ')v t t

( )f t と の関数形を以下のように仮定する。これが実験データに対するフィッティング式とな

る。 
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,K nおよび はフィッティングパラメ－タであり、それぞれ出現相の体積分率の時間変化に

関する実験データおよび出現粒子数の時間変化から、最小二乗法等の最適化法によって決定するこ

とができる。 

0 , ,SJ J A

 
*** 注意 *************************************************************************** 
 系単位体積における出現粒子数の時間変化 を実験的に決定した場合、 と の関係は ( )N t ( )J t ( )N t
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にて与えられる。なぜなら は未反応部分1( )J t ( )f t− に着目した場合における新相の出現頻度であ

るからである。 
************************************************************************************ 
 
 また析出相の体積 を のように (( , ')v t t ( , ') ( ')v t t v t t= − ')t t− のみの関数と仮定する。以上から、 
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と変形できる。 
 
*** 注意 *************************************************************************** 
 以上の定式化を、関数形を限定せずに展開すると、 
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となる。ここで重要な点は、 に具体的関数形( ") ( "J t t v t− ( "J t t− を代入した場合、各項が と

の関数に変数分離し、かつ変数 に関する関数形が

t "t
t exp( )tα の形である点である。この条件が満足

されない場合、以下の定式化を進めることが出来ない。つまり、 の関数形として素性の良い関

数形を選ぶことが重要なポイントである。 
( )J t

************************************************************************************ 
 
 さて、 
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と置いて、先の式を時間で微分してみよう。 
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これより、 
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であり、 に関する微分方程式が得られた。ちなみに( )v t 0 0J = の場合には、 
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となる。 
 ところで、式(3)と(4)より、 
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であり、また常微分方程式 
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の解は、境界条件が (0) (0) 0v h= = である(式(7)参照)ことを考慮して、 
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にて与えられるので、微分方程式(5)の解は、式(7)を考慮して、 
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となる。個々の変数の次元について見ておこう。まず 
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である。したがって、 
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となり、式(8)の各項がすでに無次元化されていることがわかる。また式(8)を明示的に無次元化す
るには、体積と時間に関する基準値を設定し、その値にて体積と時間の次元を有する変数を規格化

すればよい。具体的には、 
 
・体積については、 で規格化する。 0V
・時間については、考慮している現象（粒子数に着目している場合には最大粒子数に到達したとき

の時間、粒子の体積分率に着目している場合には体積分率が最大値となった時の時間）の最大時間

にて規格化する。 maxt
 
である。 
 以下に述べる粒子サイズ分布に関する実際の数値計算では、 をあらかじめ計算してマップを

作成するか、もしくは何らかの関数形にてフィッティングしておくと都合が良い。 
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３．変態曲線に基づく粒子サイズ分布の推定方法 
 変態曲線から粒子サイズ分布を推定する方法について説明する。 
 
基本的な手順としては 
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算することによって、時間 tにおいてどのサイズの粒子が何個存在するかが決定できるので、これ
を用いて粒子サイズ分布を求める。 
 
となる。以下この手順に従い順に定式化していこう。 
 時間 から の間に生成する核の頻度は、0t 0t + ∆t 0 0 0( ) {1 exp( )}SJ t J J At= + − − である。すでに
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exp { ( ') ( ') }exp( ') '

1 { ( ) ( ) }
1 ( )

exp ( ) exp{ ( )}( )

n n

t

t n n

t

n n

n n

t t

f t t K n t t A t t
n t J f t

K n t t A t t At dt

K n t t A t t
J f t

K n s A s A t s ds

−

−

−

−

−

⎡ ⎤∆ ∆
= − + −⎢ ⎥ −⎣ ⎦

× − − + − −

= − + −
−

× − + − − −

∫

{ }

{ }

{ }

max 0

max 0

1
max 0 max 0

0 0

1
max 0

1
max 0 max 0

0 0

1
max 0

1 { ( ) ( ) }
1 ( )

exp exp( ) ( ) exp( )

1 { ( ) ( ) }
1 ( )

exp exp( ) ( ) exp( )

n n

t t n n

n n

t t n n

K n t t A t t
J f t

K At n s A s As ds

K n t t A t t
J f t

At K n t A t At dt

−

− −

−

− −

= − + −
−

× − − +

= − + −
−

× − − +

∫

∫

∫        (17) 
 
を得る。 
 上式の積分はシンプソン公式等のよって求める。シンプソン公式は、それぞれの領域を２等分し
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た積分公式： 0 1( 4
3
h

2 )f f f+ + の繰り返しであり、 

 

 

0 1 2

2 3 4

4 5 6

2 1

0 1 2 3 4 5 6 2 1

( 4 )
3

( 4 )
3

( 4 )
3

( 4 )
3

( 4 2 4 2 4 2 2 4
3

n n n

n n

h f f f

h f f f

h f f f

h f f f

h )nf f f f f f f f f f

− −

− −

+ +

+ + +

+ + +

+ + +

= + + + + + + + + + +

 

 
にて与えられる。積分領域を に取り累積積分をシンプソン公式の定義に基づき求める。

領域の分割数を とし、i番目の離散的な時間を 
max[0, ]t t=

n
 

 max
i

tt i
n

= = hi  

 
とする。ここで時間分割きざみを と置いた。被積分関数をmax /h t n= ( )f t とすると、時間 を中心

とする時間きざみ h内の積分値 はシンプソン公式から、 
it

( )iF t
 

 
1( ) { ( / 2) 4 ( ) ( / 2)} { ( / 2) 4 ( ) ( / 2)}
2 3 6i i i i i i i

h hF t f t h f t f t h f t h f t f t h= − + + + = − + + +  

 

にて計算される。なお 0i = の場合のみ、 0 0 0( ) {4 ( ) ( / 2)}
6
hF t f t f t h= + + とする。 を順次加

算していくことによって、時間 から

( )iF t

0t = it t= までの累積積分を求めることが出来る。式(17)の場
合、変数が であるので、 が から0t 0t 0 0t = 0 mat t x= まで変化した時の累積積分を求める。 
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