
Cahn-Hilliard の非線形拡散方程式に基づく解析 
 

                              物質・材料研究機構  小山敏幸 
 
１．緒言 
  近年、自己組織化・自己集積現象が工学的に種々の分野において重要視され、これに伴い、合金のスピノ
－ダル分解における自己組織化現象を記述するCahn-Hilliardの非線形拡散方程式1)2)が多様な分野にまで広が
りを見せ、最近では非平衡熱力学の教科書にも、このCahn-Hilliardの非線形拡散方程式に関する記述が見られ
るようになった3)4)。しかし微分方程式の解法に関する議論が多く、実際の合金の相分解に即応した記述はほ
とんどない。そこで本稿では、具体的に合金の拡散理論およびスピノ－ダル分解理論について説明するとと
もに、平衡状態図の熱力学デ－タベ－スと対応したCahn-Hilliardの非線形拡散方程式の数値計算法について解
説する。 
 
２．相分解における拡散現象の基礎 
  まず始めに相変態拡散について出来るだけ正確な現象論的速度方程式を導く5)。拡散現象の根本は摩擦の式
に帰着される。すなわち今、A原子１個が x方向に速度 で移動している場合を考え、この原子を移動させ

ている熱力学的力を とすると、 は次式にて定義される。（なお説明を簡単にするために、以下、AB２
成分系における、１次元(x方向)のみの拡散に関して定式化する。） 
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µ Aは成分Aの化学ポテンシャルである。これより原子の移動速度 は摩擦に関する現象論的な関係式より、
式(2-2)にて与えられる。 
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M AはＡ原子の拡散に関する易動度で、原子の動きやすさを表わすパラメ－タであり、物理的には摩擦係数

の逆数に相当する。さて、熱力学的力 によって引き起こされる拡散流量 は、A原子の速度 にA原子
の単位体積当たりの原子数，すなわち濃度 c を乗ずることによって式(2-3)にて与えられる。 
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「Fickの第１法則」は通常式(2-4)にて記述されるので、式(2-3)との比較から式(2-5)が成立する。 
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さらに、 、およびＡ成分の活量係数をµ µA A RT a= +0 ln A γ Aとして、活量aA A= cAγ  とすると、式(2-5)
より、Ａ成分とＢ成分の固有拡散係数 と は式(2-6)にて与えられる。 DA DB
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ここで、 と は式(2-7)にて定義され自己拡散係数と呼ばれる。 DA

* DB
*
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Rはガス定数でありT は絶対温度である。さて次に相互拡散係数 を算出しよう。まず はDarkenの式
~D ~D 6)

により次式にて定義される。 
 

                            (2-8) 
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ここで の計算に必要な関係式をGibbs-Duhemの関係式から導く。まずGibbs-Duhemの関係式は、AB２成分
系(温度，圧力一定)の場合、式(2-9)にて与えられる。 
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                         (2-9) 
 
式(2-9)に および を代入し、さらに  を利用す
ると、最終的に次の関係式を得る。 

µ µ γA A ART c= +0 ln µ µ γB B BRT c= +0 ln dc dcA = −
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さて の計算に戻ろう。式(2-8)に式(2-6)を代入し､式(2-10)を利用すると､ は式(2-11)にて与えられる。 
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式(2-11)が熱力学的な見地より導かれる相互拡散係数の理論式であるが、相分解における拡散を扱うためには、

平衡状態図の基礎となる化学的自由エネルギー と との関係を導出しておくことが望ましい。まず は
次式にて与えられる。 
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式(2-12)とGibbs-Duhemの式を用いることによって、式(2-13)が得られる。 
 

  
2

2
(ln )1
(ln )

cA B B

B B

Gc c
RT c c

γ  ∂ ∂= +  ∂ ∂  





                      (2-13) 

 

式(2-13)を式(2-11)に代入し式(2-7)を考慮すると、 は式(2-14)にて与えられることがわかる。 
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特に式(2-14)の化学的自由エネルギ－G の関数形として正則溶体近似を仮定すると、原子間相互作用パラメ

－タを
c

ABΩ

R

（定数と仮定）として と表されるので、これと式(2-15)を式

(2-14)に代入すれば、 となる。これより純物質では、

および のように、アインシュタインの関係式が導

かれる。式(2-14)の を用いて、相分解過程における相互拡散を記述する広義のFickの第１法則は式(2-16)で
与えられる。 
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さらに式(2-17)において の代わりに、組織の有する全自由エネルギ－Gc sysG を用いると、相変態を普遍的に

記述できる拡散理論式が定義できる。すなわち、 
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sysG は、化学的自由エネルギ－ 、濃度勾配エネルギ－（広義の界面エネルギ－） 、および弾性歪エ

ネルギ－ の和として定義される。ここで

Gc Esurf

Estr χ は拡散ポテンシャルと呼ばれ、 , ,urfc s strχ χ χ は個々のエネル

ギ－を濃度にて変分した量で、以下それぞれ、化学拡散ポテンシャル、勾配拡散ポテンシャル、および弾性
拡散ポテンシャルと記すことにする。（独立変数に濃度勾配が現れるので、微分ではなく変分となる。なお、

cχ は式(2-17)のµ に等しい。） 

  さて次に濃度のゆらぎ項も導入しよう。統計力学におけるブラウン運動理論に基づき、濃度ゆらぎ項を考
慮した場合、式(2-18)は式(2-20)のように表わされる。ここで ( , ) (A B )M c c M c= と書き直した。 
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ξ( , )x t は濃度ゆらぎを生じさせる力で、通常､時間 t および位置 xに関するホワイトノイズにて表される。
したがって、拡散方程式は最終的に式(2-21)にて与えられる。 
 

  [( , ) ( , ){ ( , ), } { ( , ), } ( , )c x t x t ]M c x t T M c x t T x t
t x x x

χ ξ
  ∂ ∂ ∂ ∂= +  ∂ ∂ ∂ ∂  

        (2-21) 

 
また３次元では、式(2-21)は式(2-22)のように書き直すことが出来る。 は３次元の位置ベクトルである。 r
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この式が現在最も一般的な非線形拡散方程式である。これまで、多くの研究者が現象論的方程式を仮定して、
相変態の時間過程を解析しているが、いずれの現象論的方程式もこの方程式から導出される。なおこの式の
導出過程において、Gibbs-Duhemの関係式が利用されている点には注意する必要がある。Gibbs-Duhemの関係
式は、勿論、平衡熱力学において厳密に成立する式であり、この関係式を拡散方程式に取り込んでいるとい
うことは、拡散場における濃度が定義される領域において、局所平衡が成立していることが暗に仮定されて
いる。また拡散理論自体が摩擦の式から始まっていることから、速度論における加速度項が省略されている。
固体内の拡散相変態のように非常に緩やかな現象については、以上の仮定は許容されると考えられるが、い
ずれにしても、拡散理論が現象論的な近似理論であることは常に理解しておかなくてはならない。 
  さて次に、具体的に式(2-22)からCahn-Hilliardの非線形拡散方程式を導いてみよう。 
 
３．Cahn-Hilliardの非線形拡散方程式の導出（１次元の場合） 
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  Cahnはスピノ－ダル分解理論1)2)7)において、 sysG を、 
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と表現した（ここでAB２元系を考え、溶質濃度を cとし、また領域の長さを とした）。L η は格子ミスマッ
チ、Y は弾性関数、 は濃度勾配エネルギ－係数である。式(3-1)の積分内の第１,２,および３項がそれぞ

れ組織単位体積当たりの、化学的自由エネルギ－、弾性歪エネルギ－、および濃度勾配エネルギ－である。
この３項の和を とすると、 の３つを独立変数として変分原理を適用することによって、オ

イラ－方程式に基づき、拡散ポテンシャル
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と計算される。これを式(2-21)に代入し、ゆらぎ項を無視すると、拡散方程式は、 
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と導かれる。ここで、 
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と置いて、Cahn-Hilliardの非線形拡散方程式は、 
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と与えられる(多くのスピノ－ダル分解を扱った教科書では、 ( )M c を定数と仮定して
~Kを微分の外に出して

いる)。また、式(3-6)の
~Dは整合相分解における相互拡散係数に他ならない。なお実際の相分解シミュレ－シ

ョンでは、式(3-5)を 
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と変形して計算した方が効率的である。つまり組織内の任意の点における拡散ポテンシャル χ を式(3-4)から
求め、直接 χ について差分計算を行うのである。また濃度場の時間発展は以下のように計算される。まず時
間 における を式(3-8)により数値計算し、時間きざみ を適当に設定して、 t /c∂ ∂t t∆
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を用いて、 時間後の濃度場 を得る。次にこれを改めて に代入して再び以上の手順を繰り返

す。このサイクルを将棋倒し的に次々と繰り返すことによって、濃度場の時間変化すなわち相分解過程を計
算することができる。∆ の設定に関する目安としては経験的には、以上の１サイクルにおける濃度の変化量
（場所によって異なるのでその最大値）が0.01%以下であればほとんど計算は収束する。ただし例外はあるの
で、具体的に の大きさを見積もるには、実際に計算を行ってみて、計算が発散しない の最大値を探索
することが最も早道である。 
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４．全自由エネルギ－の評価 
  実際の合金系の相分解を計算する際、最も重要な点は、式(3-1)の全自由エネルギ－を計算の対象としてい
る合金系に対して正確に見積もることである。全自由エネルギ－が相分解組織を定量的に説明し得るだけの
精度を有していれば、その変分である式(3-4)の拡散ポテンシャルに基づく相分解の計算も定量性を有するこ
とになる。従来、相分解のダイナミクスの計算は定性的な議論が多かったが、現在、計算機の発展に伴い実
際にほぼ定量的な計算までが行えるようになりつつある。したがって、この全エネルギ－の見積もりが非常
に重要なのである。以下において、式(3-1)における個々のエネルギ－の評価、および式(3-4)の拡散ポテンシ
ャルの計算について詳細に説明する。 
4-1 化学的自由エネルギ－の評価 

  化学的自由エネルギ－の関数形は、そのパラメ－タも含めて、平衡状態図の熱力学デ－タベ－スより容易
に入手可能である。通常は広義の正則溶体近似の関数形にて、化学的自由エネルギ－は、AB２元系の場合、 
 
     (4-1) ( , ) ( )(1 ) ( ) ( , ) (1 ) { ln (1 ) ln(1 )c A BG c T G T c G T c c T c c RT c c c c= − + + Ω − + + −
 
と表現される8)。cはB成分の濃度で、 はX成分の標準自由エネルギ－で温度Tの関数である。Ω
は原子間相互作用パラメ－タで組成および温度の関数である。これらの関数形が平衡状態図の熱力学デ－タ
ベ－スから得られる。したがって、この化学的自由エネルギ－関数を用いることによって、相分解過程を平
衡状態図と直接対応させて解析することができる。 

( )XG T ( , )c T

  化学拡散ポテンシャルは、単に式(4-1)を濃度にて偏微分するのみであるので、式(4-1)の関数形が既知であ
るならば、容易に定式化することができ、 
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となる。 
4-2 濃度勾配エネルギ－の評価 

  エネルギ－の評価には、その基本式がどのように導かれ、その際どのような仮定が含まれているかを正確
に把握しておくことが大切である。ここでは始めに式(3-1)内の濃度勾配エネルギ－がどのように導かれたか
について説明する。 
  まず濃度勾配エネルギ－の物理的意味について考えてみよう。通常の化学的自由エネルギ－は、濃度のみ
の関数である。しかし、スピノ－ダル分解のように空間的に非常に急峻な濃度変動が生じる場合には、化学
的自由エネルギ－に過剰項が発生する。この原因は物理的に以下のように説明できる。例えば濃度プロファ
イル上のある濃度 の位置に着目した場合、もしその位置における濃度勾配や濃度の曲率が異なれば、たと

え同じ濃度 であっても、その部分の内部エネルギ－も異なるであろう。これは通常、化学的自由エネルギ

－の内部エネルギ－項が原子の結合エネルギ－の総和にて計算されることを考慮すれば、急峻な濃度勾配を
有する界面部分では、原子の結合種の数（A-A対やA-B対等の本数）や界面部分の原子間距離（原子サイズの
相違による）は、濃度プロファイル形状に依存しているはずであるので容易に理解されよう。したがって、
このような急峻な濃度プロファイルを有する系における化学的自由エネルギ－の評価では、濃度以外に濃度
プロファイル形状の情報を有する濃度勾配や濃度の曲率等を独立変数として、化学的自由エネルギ－の表現
に取り込む必要がある。これを具体的に定式化した理論がCahnのスピノ－ダル分解理論である

1c

1c

1)2)。 
  具体的に濃度勾配エネルギ－を導出してみよう。これには、まず多変数のテイラ－展開が使用されている。
いま一般的に独立変数 , ,x p qを持つ任意の関数 ( , , )f x p q を考え、このテイラ－展開を考えよう（ここでは
展開の一般手法を説明しているので、xは位置を表す変数ではなく、一般的な変数としている点に注意）。１
変数 xのみのテイラ－展開は、 
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にて与えられる（展開中心を 0x とした）。ここで右辺の ( 0

i)x x− の係数は全て ,p qの関数になっている。し
たがって、これら係数は今度は pもしくは でテイラ－展開できる。試みに、式(4-3)右辺第１項を、変数q p
にて展開してみよう。 
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と計算され、今度は右辺の ( 0

ip p− の係数が のみの関数になる。したがって、この係数は でテイラ－展

開できる。例えば上式の第１項と、２項の係数を で展開すると、 
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である。つまり多変数のテイラ－展開の計算は、結局、その展開係数部分の独立変数に着目し、１変数ずつ
テイラ－展開して行けばよい。展開部分が入れ子形式になっているので、全てをもとにもどすと最終的な展
開結果は、 
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(4-4) 

 
のようになる。次に変数 xのみそのままにして、 ,p qにてテイラ－展開する場合には、 
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2 0 3 0 4 0 0( )( ) ( )( ) ( )( )( )K x p p K x q q K x p p q q− + − + − − +

0 +  (4-5) 

 
となることは容易に理解できるであろう。ここで展開係数部分を改めて のように置いた。注意

すべき点は、この展開係数部分が

( ), ( )iL x K x
xの関数となっている点である。 
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  さて本題の濃度勾配エネルギ－の導出に戻ろう。式(4-5)において、独立変数を 
 
  2( , , ) ( , , )x p q c c c= ∇ ∇ =(濃度, 濃度勾配, 濃度の曲率) 
 
と置き直すと、関数 ( , , )f x p q は、 
 

     (4-6) 

2

2 2 2 2 2
1 2 3 4

2 2
1 2

( , , ) ( , 0, 0) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( , 0,0) ( )( ) ( )( ) ( )( )

f c c c f c L c c
K c c K c c K c c K c c c

f c L c c K c c K c c

∇ ∇ = + ∇
+ ∇ + ∇ + ∇ + ∇ ∇ +

≅ + ∇ + ∇ + ∇
 
と表現される。ただし高次項は省略した。この形式が、濃度プロファイル形状まで考慮した濃度不均一系に
おける化学的自由エネルギ－である。 
  さてここで１次元( x方向)の左右対称な濃度プロファイルを考え、その中心を原点に取ると、物理的に、 
 
  2 2{ ( ), ( ), ( )} { ( ), ( ), ( )}f c x c x c x f c x c x c x∇ ∇ = − ∇ − ∇ −  
 
でなくてはならない（これは同じ場所を表と裏から見た場合と等しく、物理的にエネルギ－は同じ値になら
なくてはならない）。式(4-6)は任意の濃度プロファイル形状について成立するはずであるので、上記の条件を
式(4-6)に課すと、 
 

  

2 2
1 2

2 2
1 2

2 2
1 2

{ ( ), 0, 0} { ( )}{ ( )} { ( )}{ ( )} { ( )}{ ( )}
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L c x

+ ∇ + ∇ + ∇

= − + − ∇ − + − ∇ − + − ∇ −

= + −∇ + ∇ + ∇
∴ ∇ ( )} 0 { ( )} 0c x L c x= → =

 

 
となり、L c は恒等的に 0でなくてはならないことがわかる。以上から不均一系の化学的自由エネルギ－は、 ( )
 
  2 2

1 2( , , ) ( , 0, 0) ( )( ) ( )( )2f c c c f c K c c K c c∇ ∇ = + ∇ + ∇              (4-7) 
 
にて与えられる。ここで、 は濃度勾配や曲率が存在しない場合の化学的自由エネルギ－であるの
で、通常の平均場の化学的自由エネルギ－に等しい。したがって、濃度変動が生じたことに起因する系全体
の過剰自由エネルギ－

( , 0,0)f c

surfE は、 
 

       (4-8) 2 2 2
1 2 1 2[ ( )( ) ( )( ) ] ( )( ) ( )( )surf V V

E K c c K c c dV K c c dV K c c d= ∇ + ∇ = ∇ + ∇∫ ∫ ∫ 2

V
V

, j

 
にて与えられる。これが濃度勾配エネルギ－である。この右辺第１項をガウスの発散定理

, j jf g d f g n d f gd⋅ = ⋅ ⋅ − ⋅∫ ∫ ∫r s r
r S r（１次元では部分積分に相当）を用いて変形すると、 

 

  

2
1 1 1

2 21 1
1

( )( ) ( ){( ) } ( ) ( )

( ){( ) } ( ) ( )

V S V

S V V

K c c dV K c c dS K c dV

K KK c c dS c dV c dV
c c

∇ = ∇ ⋅ − ∇ ⋅ ∇

∂ ∂= ∇ ⋅ − ∇ = − ∇
∂ ∂

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

n

n
     (4-9) 

 
となる。 は系の表面における外向き法線ベクトルである。表面積分項が消えているのは、系の表面全体で
積分した値が統計的に０となることを考慮した結果である。これより

n
surfE は最終的に 
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  2 2 1
1 2 2( )( ) ( )( ) ( ) ( )surf V V V

KE K c c dV K c c dV K c c dV
c

 ∂= ∇ + ∇ = − ∇ ∂ 
∫ ∫ ∫ 2       (4-10) 

 
と変形される。ここで改めて、 
 

  1
2( ) ( ) KK c K c

c
∂= −
∂

                        (4-11) 

 
と置くことにより濃度勾配エネルギ－は、 
 

                         (4-12) 2( )( )surf V
E K c c= ∇∫ dV

 
となる。 は濃度勾配エネルギ－係数と呼ばれ、エネルギ－に長さの自乗をかけた次元を持ち、厳密に

は濃度の関数であるが、定数と仮定される場合が多い（ を平均組成の周りで展開し定数項のみを残し

た場合）。なお勾配拡散ポテンシャル

( )K c
( )K c

surfχ については、式(4-12)を変分することによって、オイラ－方程式に

基づき容易に導くことができる。 
  ここで１次元の濃度プロファイルを考え、不均一場における内部エネルギ－式を具体的に計算することに
よって、濃度勾配エネルギ－係数を簡単に見積もってみよう。まず濃度場を 
 

  
22

2
1( )

2 2 2x x x x 2
x c x cc x c x

x x= =

  ∆ ∂ ∆ ∂     + = + +        ∂ ∂        

x∆
            (4-13) 

 
のように展開する。AB２元系を考え、化学的自由エネルギ－内の内部エネルギ－項（平均場）を 
 
   2E c= −Ω
 
とする。Ωは原子間相互作用パラメ－タである（定数と仮定）。位置 xによって濃度 が微小に変化するこ
とを考慮して、この平均場の内部エネルギ－を修正すると、 

c

 

  
2 2
x xE c x c x∆ ∆  = −Ω − +  

  




                     (4-14) 

 
と書けるであろう。式(4-13)を(4-14)に代入し、高次項を省略することによって、 
 

  
22

2
2

1 1( ) ( ) ( )( ) ( )
4 4 x xx x

c cE c x c x c x x x
x x ==

   ∂ ∂= −Ω − Ω ∆ + Ω ∆   ∂ ∂  
2           (4-15) 

 
を得る。右辺第１項は平均場の内部エネルギ－であるので、濃度プロファイル形状に起因する内部エネルギ
－の過剰量は第２および３項となる。式(4-7)との比較から、 
 

  2
1 2

1 1( ) ( ) , ( ) ( )
4 4

K c c x K c x= − Ω ∆ = Ω ∆ 2                 (4-16) 

 
であることがわかる。式(4-11)に代入することにより濃度勾配エネルギ－係数が、 
 

  21
2

1( ) ( ) ( )
2

KK c K c x
c

∂= − = Ω ∆
∂

                    (4-17) 

 
と導かれる。 x∆ はほぼ原子間距離のオ－ダ－を持つ。原子間相互作用パラメ－タに濃度に依存する場合に
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は、濃度勾配エネルギ－係数も濃度依存性を有することになる。しかし通常の解析では定数と仮定される場
合が多い。なお以上において、内部エネルギ－項の過剰項のみについて取り扱い、化学的自由エネルギ－に
おけるエントロピ－項については何もふれなかったが、これはエントロピ－項についても同様に計算すると、
過剰項は現れないことが容易に確認されるからである。（定性的には、エントロピ－項は掛け算を足し算にし
てしまうために、ここで議論しているような過剰項は現れないと言える。） 
4-3 弾性歪エネルギ－の導出 

  ここでは、式(3-1)のY を導出してみようhkl< >
2)。整合析出物の形状を、 面上にのった厚さ無限小の板

状と仮定し、結晶構造は立方晶とする。eigen歪場

(hkl)
9)は純膨張・収縮(pure dilatation)とし、eigen歪の値を と

置こう。以上の仮定から、歪テンソルは以下のように与えられる。 

eij
T

 

 eij
T =

F

H
GG

I

K
JJ

ε
ε

ε

0 0
0
0 0

0                            (4-18) 

 
ε は濃度 の関数で、Vegard則が成立する場合、 にて与えられる。c 0(c cε η= − ) ηは格子ミスマッチで、c
は合金の平均組成である。本来、eigen歪の基準は純物質の格子定数が基準となるが、ここでは基準を組成
の固溶体にしている。これは、物体全体の応力の総和が０になるように鏡像応力を考慮することによって、
弾性歪の基準が純物質から組成 の固溶体に移行するためである（端的に言えば、組成 の固溶体を歪の基
準に取らなくては、全応力の積分が０にならない）。また弾性定数は立方晶を考えているので、以下のように
与えられる。 
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   (4-19) 
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Eshelbyサイクル 10)に基づき弾性歪エネルギ－を計算する。まず始めに eigen歪分だけ完全に拘束した状態に
おける弾性歪エネルギ－ を求めると、式(4-18)(4-19)より以下のように計算される。 E1
 

 

2 2 2
1111 11 2222 22 3333 33

2
1 1122 11 22 1133 11 33 2211 22 11 11 12

2233 22 33 3311 33 11 3322 33 22

1 1 3 ( 2 )
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T T T
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C e C e C e

E C e e C e e C e e C e e C C

C e e C e e C e e

ε

 + +
 

= = + + + = + 
 
 + + + 

     (4-20) 

 
厚さ無限小の板状析出物を想定しているので、上記の完全拘束の状態から、板に垂直方向にのみ応力の緩和
が生じる。この垂直方向を x'方向とし、その方向のミラ－指数を< hk >l としよう（ ( 面は板状析出物

の板面）。また

)hkl
x'方向に垂直な２方向を および とし、 座標系における弾性定数をC とする。完

全拘束状態からの反作用の応力として、

y' z' x y z' ' ' ij
'

x'方向への(反作用の)応力σ x 'は次式にて与えられる。 
 
                (4-21) σ x

T T TC e C e C e C C' (= + + = +1111 11 1122 22 1133 33 11 122ε )
 
eigen歪分だけ完全拘束の状態は、ちょうど静水圧を考えていることになっているので、応力は全ての方向に
対して等しい。したがって、式(4-21)のように、元の座標系におけるある１つの方向における応力を任意の方
向における応力とすることが出来る。 
  さて、σ x 'の応力が加わって、x'方向にのみ歪の緩和が生じた場合、その時の緩和による歪量ε x 'は、応力
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の釣合い条件から以下のように導かれる。すなわち、 '（ および '方
向に歪の緩和は生じないと仮定したので、

' 11 ' 12 ' 13 ' 11x x y zC C C Cσ ε ε ε= + + =' ' ' '
xε y' z

ε εy z' = ' = 0である）、および(4-21)式より、 
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                       (4-22) 

 
である。これよりε x 'の応力緩和による弾性歪エネルギ－の減少量 は、次式にて与えられる。 
 

 
2

2 11 12
2 ' '

11

( 21 1
2 2x x

C CE
C

σ ε ε += = '
)

                    (4-23) 

 
結局、始め 分だけエネルギ－拘束し、その後 分だけエネルギ－緩和したのであるから、現在まだ析出

物に蓄えられているエネルギ－は であり、これが析出相の弾性歪エネルギ－となる。したがって、

式(4-20)(4-23)から弾性歪エネルギ－ は次式に与えられる。 

1E

1(E −
Estr

 

  1 2 11 12
3 1( 2 )
2 2strE E E C C= − = + −   (4-24) 

 
ここで、C を を用いて書き直そう。( および 両座標間の方向余弦を とすると、

座標変換の公式 C l を用いて、 

11
' C C C11 12 44, ,

ijkl ip jq='
km ln pqmnl l l C
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= + − + +

 (4-25) 

 
を得る。ここで と置き、n n n を

用いた。式(4-25)を(4-24)に代入して、最終的に弾性歪エネルギ－として次式を得る。 
11 1 12 2 13 3, ,l n l n l≡ ≡ 2 2

3n n+ + )

 

 211 12

11

3
2 2str

C CE
C C

ε= −        (4-26) 

 
これより は Y hkl< >
 

  11 12

11 44

3
2 2hkl

C CY
C C< > = −         (4-27) 

 
と与えられ、以下この関数を弾性関数と記す。なお ( , は ( , を用いて、 

2

1 22 2 2 2 2 2
, ,

( )
h k h kn n

lh k l h k l
+ += =
+ ++ + + +

 l l h

 
と表される。また eigen歪は と与えられるので、結局、弾性歪エネルギ－は、 0(c cε η= −
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                        (4-28) 2
0( ) ( )str hklE c Y c cη < >= − 2

 
となる。特に および では、 100hkl< >=< > 111hkl< >=< >
 

  Y C C C C
C< > = + −

100
11 12 11 12

11

2( )( )
，     Y           (4-29) 

C C C
C C C< > = +

+ +111
44 11 12

11 12 44

6 2
2 4

( )

 

と計算される。また式(4-27)において、[  ]内第２項分母の (2 の正負によって、弾性的にソ

フトな方向(Y が最小となる方向)が変化する。 (2 の時には< 方向がソフトと

なり、(2 の時には 方向がソフトとなる。これを反映して弾性異方性パラメ－タ

は通常、 にて定義される

44 11 12 )C C C− +

11 12 ) 0C C C− + >hkl< >

11C C
A C

44 100 >
>

)
44 12 ) 0C− + <

44 112 /(C≡
111<

A 12C− 7)。 
  さて以上から、Cahnのスピノ－ダル分解理論にて用いられている弾性歪エネルギ－において、非常に大き
な仮定がなされていることがわかる。すなわちこの弾性歪エネルギ－は、厚さ無限小の板状析出物以外には
厳密には適用できない。またスピノ－ダル分解における変調構造のように、この板状析出相が周期的に配列
している場合であっても、以上の定式化において析出相間の弾性相互作用が考慮されていないために、やは
り厳密ではない。つまり、実際の材料の相分解に伴う弾性場を正確に評価するには、以上の弾性歪エネルギ
－では不十分である。一般形状を有する析出相の弾性歪エネルギ－は、Khachaturyanの弾性歪エネルギ－評価
法を用いかなり正確に計算することができる10)。しかしこれを説明するには紙面の関係上不可能であるので、
これについては参考文献(10)(11)等を参照していただきたい。任意形状の析出相に対して、その 方

向の弾性関数がY と仮定することは論理的に正しくはないが、結果的に粗い近似になっているので、半

定量的な計算を行うには式(4-28)を利用することができる。なお弾性拡散ポテンシャルは、式(4-28)を濃度に
て偏微分することにより容易に導くことができる。 

1 2 3( , , )n n n

hkl< >

 
５．おわりに 
  本解説では特にエネルギ－の評価について若干丁寧に記した。これは相分解のダイナミクスを解析する上
で、最も重要な点が各種のエネルギ－関数の正確さにあるからである。化学的自由エネルギ－については、
平衡状態図の熱力学デ－タベ－スの使用が望ましい。勾配エネルギ－については、合金の整合相分解のみを
計算するならば、勾配エネルギ－係数に関する濃度および方向依存性はほとんど考慮する必要はなく、定数
と仮定してもさしつかえない（ただしこれは経験則である）。結晶構造の異なる２相の相分離を扱う場合には、
晶癖面の存在などから勾配エネルギ－項に異方性を組み込む必要が生じる場合がある。しかしこの場合は結
晶構造が異なるので、Cahn-Hilliardの非線形拡散方程式を直接用いることは不可能であり、同様の発展方程式
を基礎とした計算法としては、先に説明したPhase-field法の計算が使用できる。固相の相変態の場合、弾性歪
エネルギ－は組織形態に大きな影響を及ぼすので非常に正確に評価する必要がある。実際には、非等方弾性
論に基づき、さらに弾性率の局所組成依存性までも考慮しなくては、実際の材料の相分離組織形態は説明で
きない場合が多い。以上のような知見は、これまで合金組織形成の必然性をエネルギ－計算から解析した際、
どの程度まで個々のエネルギ－を正確に見積もったら、実際の組織形態を再現できるかを追究した結果から
得たものである。したがって、相分解のダイナミクスの計算では、以上のエネルギ－計算精度を基礎に拡散
ポテンシャル場を算出し、非線形発展方程式に基づき組織形成過程を解析することが肝要であると考える。 
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